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Motivation

@ Considérons une réaction chimique A+ B — P. A un instant t > 0 donné,
nous notons la concentration d'un réactif R par [R](t).
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@ Considérons une réaction chimique A+ B — P. A un instant t > 0 donné,
nous notons la concentration d'un réactif R par [R](t).

@ La vitesse de disparition (ou vitesse de consommation) instantanée de I'un
des réactifs s'écrite —d[R]/dt.
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respectivement.
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Motivation

@ Considérons une réaction chimique A+ B — P. A un instant t > 0 donné,
nous notons la concentration d'un réactif R par [R](t).

@ La vitesse de disparition (ou vitesse de consommation) instantanée de I'un
des réactifs s'écrite —d[R]/dt.

@ Enfin soient [Ao] et [By] les concentrations a I'instant t =0 de A et B,
respectivement.

@ Supposons que |'ordre global est 2 et 'ordre par rapport a chacun des réactifs

Aet Bestl: a[P]
S = KIAI8]

ou k est la constante de vitesse de la réaction.
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Outline

@ Dsfinitions
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L'espace vectoriel

Définition

Soit n € N*. L’ensemble

R ={x=(x1,...,X): x1,
est dit I'espace vectoriel R".

..., X € R}

=] 5 = E DA
M. Madritsch Equations différentielles




Intervalles fermés et ouverts

Définition
@ Soient —oo < a; < bj < 00 pour1 < i < n. Alors I'ensemble

[a,b] ={x=(x1,...,xp): @i <x; < b;, i=1,...,n}

est dit un intervalle fermé de R".

@ Soient —oo < a; < bj < 00 pour1 < i < n. Alors I'ensemble
]a,b[: {XZ(X]_,...,X,,): a; < x; < b, i=1,...,n}

est dit un intervalle ouvert de R".
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Fonctions a n variables

Définition

(X1, ...y Xn)-

Une fonction f: R" — R associe a tout (xi,

...y Xn) € R" un seul nombre réel

=] 5 = E DA
M. Madritsch Equations différentielles




Equations différentielles

Définition

Une équations différentielle d’ordre n est une équation de la forme
F(X7y7yl7' o ’y(n)) =0

ol F est une fonction de (n+ 2) variables.
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Equations différentielles

Définition

Une équations différentielle d’ordre n est une équation de la forme
F(Xuyayl7 oo ’y(n)) =0

ol F est une fonction de (n+ 2) variables.

Une fonction n fois derivable y est solution sur un intervalle ouvert | C R, si pour
tout x € | on a

Q (x,y(x),y'(x),--,¥\"(x)) € Df et
o F(X,y(X),y’(X), cee ,y(")(x)) =0.
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Equations différentielles
Définition
Une équations différentielle d’ordre n est une équation de la forme

F(Xa.yayl7"'7y(n)) =0

ol F est une fonction de (n+ 2) variables.
Une fonction n fois derivable y est solution sur un intervalle ouvert | C R, si pour
tout x € | on a

Q (x,y(x),y'(x),--,¥\"(x)) € Df et

@ F(x,y(x),y'(x),...,y"(x)) = 0.

Définition
Soit (y, 1) solution d’'une équation differentielle d’ordre n, et soit xo € | et

Y0, Y1, - - - Yn—1 des nombres réels. Nous disons que la solution (y, 1) résout le
probléeme de Cauchy (satisfait les conditions initiales) si

y(x0) =y, Y (x0)=y1, .- y"D(x) =y 1.
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© Equations différentielles 3 variables séparées
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Equations différentielles a variables séparées
Définition

Un équation différentielle a variable séparées est une équation différentielle du
premier ordre de la forme

y'=f(x)gly) ou y’zﬂ-
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Equations différentielles a variables séparées
Définition
Un équation différentielle a variable séparées est une équation différentielle du

premier ordre de la forme

y' =f(x)gly) ou y ==

Théoreme

Soient f et g deux fonctions continues sur |a, b[ et |c, d[, respectivement, et soit
g(y) # 0 pour tout y €]c, d[. Si xo €]a, b| et yo €]c, d|, alors ils existent une
voisinage U(xo) C|a, b[ et une fonction y = y(x) de classe C' telle que

0 y'(x) = f(x)e(y(x)

9 y(x0) = yo.

© On détermine la solution y en résolvant I'équation :

st)= [ ;o= e =

g Ja

——=——=————— = =
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Exemple

Considérons |'équation différentielle

y =%
X

pour 0 < x < 400 et 0 < y < +00. Nous cherchons une solution satisfant la
condition initialle y(1) = 2.
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Exemple
Considérons |'équation différentielle

y ==
X

pour 0 < x < 400 et 0 < y < +00. Nous cherchons une solution satisfant la
condition initialle y(1) = 2. Avec notre notation on a f(x) = )1—< gy)=y. x0=1
et yo = 2.
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Exemple

Considérons |'équation différentielle

y ==
X

pour 0 < x < 400 et 0 < y < +00. Nous cherchons une solution satisfant la

.. PR _ . _ 1 . _
condition initialle y(l? = 2: Avec notre notatlcl)n on a f(x) == gy)=y. x0=1
et yo = 2. Donc on détermine la solution en résolvant |'équation :

[ = g
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Exemple

Considérons |'équation différentielle

y ==
X

pour 0 < x < 400 et 0 < y < +00. Nous cherchons une solution satisfant la

condition initialle y(1) = 2. Avec notre notation on a f(x) = )1—< gy)=y. x0=1

et yo = 2. Donc on détermine la solution en résolvant |'équation :

[ = g

Iny —In2=Inx < y(x) = 2x.

On obtient
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Exemple

Soit x(t) = [P](t) la portion déja produit. La stoechiométrie de la réaction indique
que, lorsque la concentration de A est descendue a [Ag] — x, celle de B a aussi
diminué et vaut [By] — x. D’ou :

dx

T = kiAol - )([Bo] - ).

La condition initiale est x(0) =0
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Exemple

Soit x(t) = [P](t) la portion déja produit. La stoechiométrie de la réaction indique
que, lorsque la concentration de A est descendue a [Ag] — x, celle de B a aussi
diminué et vaut [By] — x. D’ou :

dx

T = kiAol - )([Bo] - ).

La condition initiale est x(0) = 0 et donc

/ X (o] —X(;([Bo] ) / at
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Exemple

Soit x(t) = [P](t) la portion déja produit. La stoechiométrie de la réaction indique
que, lorsque la concentration de A est descendue a [Ag] — x, celle de B a aussi
diminué et vaut [By] — x. D’ou :

dx

T = kiAol - )([Bo] - ).

La condition initiale est x(0) = 0 et donc

/ X (o] —X(;([Bo] ) / at

Avec la décomposition en éléments simples

dx o ( 11 )
([Ao] — x)([Bol — )~ [Bol — [Ao] \[Ad] —x  [Bo] — x
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Exemple

Soit x(t) = [P](t) la portion déja produit. La stoechiométrie de la réaction indique
que, lorsque la concentration de A est descendue a [Ag] — x, celle de B a aussi

diminué et vaut [By] — x. D’ou :

dx

T = kiAol - )([Bo] - ).

La condition initiale est x(0) = 0 et donc

/X ([Ao]—X(; Bl —x) /dt

Avec la décomposition en éléments simples

dx 1

1
([Ao] = X)([Bo] —x) ~ [Bol — [Ad] ([Ao] —x

on obtient
[B]/1Bo] )
([A]/[A]) ([Bo] — [Ao])kt

- [Bo]l— X)
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Motivation continue

@ Proche de I'équilibre :

A—B et B—A
k k’

=] 5 = E DA
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Motivation continue

@ Proche de I'équilibre :
A 7 B e B 7 A

@ La vitesse nette résultante de disparition de A :

d[A] _ /
S5 = —KlA]+ K[8]
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Motivation continue

@ Proche de I'équilibre :
A 7 B e B 7 A

@ La vitesse nette résultante de disparition de A :

d[A] _ /
S5 = —KlA]+ K[8]

o Comme [A] + [B] = [Ao] on obtient

WA 1)+ K (0]~ 14D = ~(k -+ KA+ KA
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© Equations différentielles linéaires d’ordre n
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Equations différentielles linéaires d'ordre n

Définition
Soit | un intervalle ouvert de R. Soient ap(x), a1(x), . .., an(x), f(x) des fonctions
définies sur |. Alors

@ une équation différentielle d’ordre n est linéaire si elle est de la forme

Lyl = ao(x)y + a(x)y’ + - - + an(x)y™ = f(x);

@ une équation différentielle linéaire est homogene, ou sans second membre, si
la fonction f ci-dessus est la fonction nulle;

@ une équation différentielle linéaire est a coefficients constants si les fonctions
a; ci-dessus sont constantes.
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Exemple

Q y +5xy =&

M. Madritsch
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Exemple

second membre ;
Q@ y +5xy=0

Q y' + 5xy = e est une équation différentielle linéaire du premier ordre avec

O = = .
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Exemple

Q y' + 5xy = e est une équation différentielle linéaire du premier ordre avec
second membre ;

@ y’ +5xy = 0 est I'éqaution différentielle homogene associée a la précédente;
Q@ 2y —3y'+5y=0
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Exemple

Q y' + 5xy = e est une équation différentielle linéaire du premier ordre avec
second membre ;

y" 4+ 5xy = 0 est |'éqaution différentielle homogene associée a la précédente;

(2]

@ 2y” — 3y’ 4+ 5y = 0 est une équation differentielle linéaire du second ordre a
coefficients constants, sans second membre (homogéne) ;

(%)

y”? —y =xouy” y" —y =0 ne sont pas des équations différentielles
linéaires.
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Principes de linéarité et de superposition

Théoreme (Principe de linéarité)

Si yy et y, sont solutions de I'équation différentielle linéaire L[y] = 0, alors, quels
que soient A1, A2 € R, A\1y1 + \ay» est aussi solution de cette équation L[y] = 0.
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Principes de linéarité et de superposition

Théoreme (Principe de linéarité)

Si yy et y, sont solutions de I'équation différentielle linéaire L[y] = 0, alors, quels
que soient A1, A\a € R, A\1y1 + A\ay» est aussi solution de cette équation L[y] = 0.
v

Théoreme (Principe de superposition)
La solution générale y de L[y] = f(x) est de la forme
y(x) = y1(x) + yo(x),

ol yq est solution de I'équation homogéne associée L[y] = 0 et y; est une solution
particuliére de I'équation inhomogéne L[y] = f(x).

v
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Equations différentielles linéaires du premier ordre

Théoreme

Soit | un intervalle ouvert de R. Soient a et f deux fonctions continues sur I, et
soient xp € | et yp € R. Alors il existe une unique solution y de I'équation

'+ alx)y(x) = f(x) (E)

avec la condition initiale y(xo) = yo.
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Exemple

Résoudre I'équation y’ +y = e + 1 sur R.

=] 5 = E Dacr
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Exemple

Résoudre I'équation y’ +y = e + 1 sur R.
Solution : Pour x € R on a

eX
y(x) = > +14Ce™™
avec C € R.
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Exemple

Résoudre I'équation y’ +y = e* + 1 sur R.
Solution : Pour x € R on a

eX
y(x) = > +14Ce™

avec C € R.

Exemple

Résoudre |'équation
diA] _
dt
pour t > 0 avec [A](0) = [Ao].

(k + K")[A] + K'[Ao]
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Exemple

Résoudre I'équation y’ +y = e* + 1 sur R.
Solution : Pour x € R on a

eX
y(x) = > +14Ce™

avec C € R.

Exemple

Résoudre |'équation
d[A] _
=
pour t > 0 avec [A](0) = [Ao].
Solution : Pour t > 0 on a

(k + K")[A] + K'[Ao]

K + ke—(k+k')t

A1) = Al
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Outline

© Equations différentielle linéaire du second ordre 3 coefficients constants
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Définition

Soit | un intervalle ouvert et soit f une fonction continue sur |. Une équation
différentielle linéaire du second ordre, a coefficients constants est une équation de
la forme

Llyl = ay” + by’ + cy = f(x) (E)

o a,b,ceR,a#0.
L'équation

ay” + by’ +cy=0 (Eo)

est appelée I'équation homogene associée a (E).
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Equation homogene

Comme d’habitude nous cherchons une solution de (Ep) sous I'ansatz y(x) = e™
ol r € C est une constante a déterminer. En remplagant dans (Ep) on trouve

ay" + by +cy =0 <= (ar’ + br +c)e™ =0
s ar’+br+c=0.

L'équation ar® + br + c = 0 est appelée I'’équation caractéristique associée a (E).

Définition J
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Théoreme
Soit A = b% — 4ac, le discriminant de I'équation caractéristique associée a (E).

@ Si A >0, I'équation caractéristique posséde deux racines réelles distinctes
rn # rp et les solutions de (Ey) sont les

y(x) = Ge™ + Ge?™ o G, G eER.

@ Si A =0, I'équation caractéristique posséde une racine réelle double ry et les
solutions de (Eg) sont les

y(x) = (G + Gx)e™  ou i, G €R.

@ Si A <0, I'équation caractéristique posséde deux racines complexes
conjugués rp = a+if et nh = o — iB et les solutions de (Ey) sont les

y(x) = e** (G cos(Bx) + Gsin(Bx))  ou G, G € R.
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Exemple

@ Résoudre sur R I'équation différentielle :

y'—y =2y =0.
@ Résoudre sur R I'équation différentielle :

y" — 4y’ + 4y = 0.

@ Résoudre sur R I'équation différentielle :

y" —2y' +5y =0.
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Equation avec second membre — méthode d'ansatz
Nous revenons a la forme générale avec second membre :

ay” + by’ + cy = f(x).

o Second membre du type e®*P(x). Si f(x) = e**P(x), avec « € R et P un
polyndme a coefficients réels, alors on cherche une solution particuliére sous
la forme :

n(x) = e*x"Q(x),

ol @ est une polynéme de méme degré que P et m est la multiplicité de la
racine « de I'équation caractéristique (ot m = 0 si v n'est pas une racine de
I'équation caractéristique).
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Equation avec second membre — méthode d'ansatz
Nous revenons a la forme générale avec second membre :

ay” + by’ + cy = f(x).

o Second membre du type e®*P(x). Si f(x) = e**P(x), avec « € R et P un
polyndme a coefficients réels, alors on cherche une solution particuliére sous
la forme :

n(x) = e*x"Q(x),
ol @ est une polynéme de méme degré que P et m est la multiplicité de la
racine « de I'équation caractéristique (ot m = 0 si v n'est pas une racine de
I'équation caractéristique).

e Second membre du type e®* (P;(x)cos(8x) + Pa(x)sin(5x)). Si
g(x) = e (Py(x) cos(Bx) + Pa(x)sin(Bx)), ot v, 8 € R et Py, P, deux
polyndmes a coefficients réels, alors on cherche une solution particuliére sous
la forme :

y1(x) = x"e™ (Qu(x) cos(x) + Qz(x) sin(5x)) ,

ol @ et @, sont deux polyndmes de degré n = max{deg Py, deg P>} et
m =1 si o+ i est une racine de |'équation caractéristique et m = 0 sinon.
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Exemple

Résoudre les équations différentielles :
(Eo)y"” —5y' +6y =0
(E1)y" — 5y’ + 6y = 4xe*
(E2)y"” — 5y’ + 6y = 4xe®*.

De plus, trouver la solution de (E;) vérifiant y(0) = 1 et y’(0) = 0.
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Exemple
Soit

donnée.

y" =5y" + 6y = f(x)

f(3><) o | B|PE) [ m] Q) |

n(x)
o> <3 = ERNING
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Exemple
Soit

donnée.

n(x)
o> <3 = ERNING
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Exemple
Soit

donnée.

) |
3

e2X

n(x)
o = = E DHa
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Exemple

Soit
y" —5y' + 6y = f(x)
donnée.
fx) |alB|PKx) | m| Qkx) | ()
3 0|0 3 0| A | A
& 210 1
Yy e



Exemple

Soit
y" =5y +6y = f(x)
donnée.
fx) |alB|PKx) | m| Qkx) | ()
3 0|0 3 0 A A
& 210 1 1 A xAex
Xe3x
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Exemple

Soit
y" —5y' + 6y = f(x)
donnée.
fx) |alB|PKx) | m| Qkx) | ()
3 0|0 3 0 A A
& 210 1 1 A xAex
xe3% 310 X
Yy s



Exemple
Soit
y" —5y' + 6y = f(x)
donnée.
fx) Ja|B|PKX) | m| Qx | yi(x)
3 0|0 3 0 A A
& 210 1 1 A xAe®
xe® 310 x 1| Ax+B x(Ax + B)e>*
sin(x)

M. Madritsch Equations différentielles 12/12/2022 27 /27



Exemple

Soit
y" —5y' + 6y = f(x)
donnée.
fx) Ja|B|PKX) | m| Qx | yi(x)
3 0|0 3 0 A A
& 210 1 1 A xAe®
xe® 310 x 1| Ax+B x(Ax + B)e>*
sin(x) 01 1
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Exemple
Soit
y" = 5y' +6y = f(x)
donnée.
fx) |alB|PE) | m| QK | n(x)
3 0|0 3 0 A A
e>x 210 1 1 A xAe®
xe® 310 x 1| Ax+B x(Ax + B)e>*
sin(x) 0|1 1 0 A Acos(x) + Bsin(x)
x cos(3x)
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Exemple
Soit
y" = 5y' +6y = f(x)

donnée.

fx) |alB|PE) | m| QK | n(x)

3 0|0 3 0 A A
e>x 210 1 1 A xAe®
xe® 310 x 1| Ax+B x(Ax + B)e>*
sin(x) 0|1 1 0 A Acos(x) + Bsin(x)
xcos(3x) | 0 | 3 X
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Exemple
Soit

y" =5y’ +6y = f(x)

donnée.
Fx) lalB8| P | m| Q) ()
3 00 3 0 A A
o2x >lol 1 1 A xAe>

xe® 310 x 1| Ax+B x(Ax + B)e>*

sin(x) 0|1 1 0 A Acos(x) + Bsin(x)
xcos(3x) | 0| 3| x 0 | Ax+ B | (Ax+ B)cos(3x) + (Cx + D)sin(3x
e?* cos(x)

v

M. Madritsch Equations différentielles 12/12/2022 27 /27



Exemple
Soit

y" =5y’ +6y = f(x)

donnée.
Fx) lalB8| P | m| Q) ()
3 00 3 0 A A
o2x >lol 1 1 A xAe>

xe® 310 x 1| Ax+B x(Ax + B)e>*

sin(x) 0|1 1 0 A Acos(x) + Bsin(x)
xcos(3x) | 0| 3| x 0 | Ax+ B | (Ax+ B)cos(3x) + (Cx + D)sin(3x
e cos(x) | 2 |1 1

v
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Exemple
Soit

y" =5y’ +6y = f(x)

donnée.
F0 a8 P m| Q) ()
3 00 3 0 A A
o2x >lol 1 1 A xAe>

xe® 310 x 1| Ax+B x(Ax + B)e>*

sin(x) 0|1 1 0 A Acos(x) + Bsin(x)
xcos(3x) | 0| 3| x 0 | Ax+ B | (Ax+ B)cos(3x) + (Cx + D)sin(3x
e>cos(x) [ 2 |1 1 0 A e?(Acos(x) + Bsin(x))
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