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6 INHALTSVERZEICHNIS

Notation und andere Konventionen

Wir bezeichnen mit N, Z, Q, R und C die Mengen der natiirlichen Zahlen, der ganzen Zah-
len, der rationalen Zahlen, der reelen Zahlen und der komplexen Zahlen. Wenn nicht anders
angegeben sind alle Zahlen, ganze Zahlen.

In diesem Skriptum bezeichnet p, p’, p;, ¢, ¢ und ¢; immer eine Primzahl.

Wir bezeichnen mit (a,b) den grofiten gemeinsamen Teiler von a und b. Auflerdem ist d,, das
kleinste gemeinsame Vielfache von {1,2,3,...,n}.



Teil 1

Einleitung und klassische Methoden






Kapitel 1

Der Fundamentalsatz der
Arithmetik

1.1 Teilbarkeit

Die fundamentale Eigenschaft der Primzahlen ist durch Teilbarkeit beschrieben. Daher wollen
wir uns zunéichst mit diesem Begriff ein wenig beschéiftigen.

Definition 1.1. Wir sagen, dass eine d eine ganze Zahl n teilt, geschrieben d | n, wenn es
eine ganze Zahl ¢ gibt, sodass n = c¢d. Wir sagen auch, dass n ein Vielfaches von d ist, dass d
ein Teiler von n ist.

Teilbarkeit ist eine Eigenschaft zweier ganzer Zahlen, die den folgenden GesetzméafBigkeiten
geniigt.

Satz 1.1. Die Teilbarkeit hat folgende Eigenschaften:
1. n | n (Reflexibilitit)
2. d|n undn|m impliziert d | m (Transitividt)
3. d|n und d|m impliziert d | (an + bm) (Linearitit)
4. d| n impliziert ad | an (Multiplikation)
5. ad | an und a # 0 impliziert d{n
6. 1|n
7. 1|0
8. 0| n impliziert n =0
9. d|n undn #0 impliziert |d| < |n|
10. d | n und n | d impliziert |d| = |d|
11. d| n und d # 0 impliziert (n/d) | n.

1.2 Der grofite gemeinsame Teiler

Wenn d zwei ganze Zahlen a und b teilt, dann nennen wir d einen gemeinsamen Teiler von a
und b. Daher ist 1 ein gemeinsamer Teiler von jedem beliebigen Paar a und b. Wir wollen nun
zeigen, dass a und b immer einen gemeinsamen Teiler haben, den man als Linearkombination
von a und b darstellen kann.
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Satz 1.2. Seien a und b zwei ganze Zahlen. Es gibt einen gemeinsamen Teiler d von a und
b der Form
d = ax + by,

wobei x und y ganze Zahlen sind. Auferdem teil jeder gemeinsame Teiler von a und b auch

d.

Beweis. Zuerst nehmen wir an, dass a > 0 und b > 0. Wir verwenden Induktion nach n,
wobei n = a+b. Wenn n = 0, dann ist a = b = 0 und wir kénnen d = 0 mit z = y = 0 setzen.
Nehmen wir nun an, dass der Satz wahr ist fiir 0,1,2,...,n — 1. Bei Symmetrie, kénnen wir
annehmen, dass ¢ > b. Wenn b = 0 ist, dann setzen wird =a, x =1 und y = 0. Falls b > 1
ist, dann verwenden wir den Satz mit a — b und b. Nachdem (a —b) +b=a=n—-b<n-—1,
konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten, dass es einen gemeinsamen
Teiler d von @ — b und b der Form d = (a — b)x + by gibt. Dieses d teilt auch (a —b) +b=a
und somit ist d ein gemeinsamer Teiler von a und b. Zum Abschluss miissen wir zeigen, dass
jeder gemeinsame Teiler von a und b ein Teiler von d ist. Aber ein gemeinsamer Teiler von a
und b teilt auch a — b und b und somit auch d.

Fiir a < 0 oder b < 0 (oder beide), wenden wir den Satz auf |a| und |b| an. Dann gibt es einen
gemeinsamen Teiler d von |a| and |b| der Form

d=laz+b]y.

Wenn a < 0, dann |a| x = —az = a(—=x). Gleicherweise wenn b < 0, dann |b|y = b(—y). Daher
ist d immer eine Linearkombination von a und b. O

Satz 1.3. Seien a und b zwei ganze Zahlen. Dann gibt es genau eine ganze Zahl d mit den
folgenden FEigenschaften:

1. d>0

2.dlaundd]|b

3. e|a unde|bimpliziert e | d.

Beweis. Nach Satz[1.2] gibt es zumindest ein d, dass die Bedingungen 2. und 3. erfiillt. Daher
erfiillt auch —d diese Bedingungen. Aber wenn d’ Bedingung 2 und 3 erfiillt, dann gilt d | d’
und d’ | d, also |d| = |d’|. Daher gibt es genau ein d > 0 das Bedingung 2 und 3 erfiillt. [

Definition 1.2. Die Zahl d aus Satz wird grofiter gemeinsamer Teiler (ggT) von a und b
genannt. Wir schreiben oft einfach (a,b) oder aDb. Wenn (a,b) = 1 gilt, dann nennen wir a
und b teilerfremd.

Wir wollen nun ein paar Eigenschaften des grofiten gemeinsamen Teilers auflisten.

Satz 1.4. Der ggT hat folgende Eigenschaften:
1. (a,b) = (b,a)
2. (aa (ba C)) = ((CL, ),C)
3. (ac,bc) = |c| (a,b)
4. (a,1)=(1,a) =1

Beweis. Wir zeigen lediglich 3., der Rest ist Ubung.
Seien d = (a,b) und e = (ac, bc). Wir miissen also zeigen, dass e = |c|d gilt. Nachdem d der
ge'T ist, gibt es eine Linearkombination der Form d = ax + by. Dann gilt

cd = acx + bey.
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Nachdem e | ac und e | be, folt e | ed. Anderseits teilt cd sowohl ac als auch be, daher gilt
cd | e. Damit ist |e| = |ed| und folglich e = |c|d. O

Satz 1.5 (Lemma von Euclid). Wenn a | be und (a,b) =1 gilt, dann gilt a | c.

Beweis. Nachdem (a,b) = 1 kénnen wir 1 = az + by schreiben. Daher ist ¢ = acz + bey. Aber
a | acx und a | bey, daher a | c. O

1.3 Primzahlen

Definition 1.3. Eine ganze Zahl n heifit Primzahl, wenn n > 1 gilt und die einzigen positiven
Teiler von n die Zahlen 1 und n sind. Wenn n > 1 keine Primzahl ist, so nennen wir n
zusammengesetzt.

Beispiel 1.1. Die Primzahlen kleiner als 100 sind: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,
43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 und 97.

Wenn nicht anders lautend, bezeichnen wir mit p, p’, p;, q, ¢ oder ¢; immer Primzahlen.
Satz 1.6. Jede ganze Zahln > 1 ist entweder eine Primzahl oder ein Produkt von Primzahlen.

Beweis. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach n. Der Satz ist klar fiir n = 2. Wir
nehmen an, der Satz stimmt fiir alle ganzen Zahlen kleiner n. Wenn n keine Primzahl ist,
dann gibt es einen Teiler d # 1,n, sodass n = cd, mit ¢ # n, 1. Nachdem ¢ und d kleiner als
n sind und grofler als 1 folgt, dass sowohl ¢ als auch d das Produkt von Primzahlen sind, und
somit auch n. O

Satz 1.7 (Euclid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Nehmen wir an, es gibt nur endlich viele Primzahlen py,...,pg. Sei N =py---pr+ 1.
Dann ist N > 1 und somit ist N entweder prim oder ein Produkt von Primzahlen. Nachdem
N grofler als die p; ist, kann es nicht prim sein. Auflerdem teil kein p; das N (sonst wiirde p;
die Differenz N — py - - - pr, = 1 teilen). Widerspruch zu Satz O

Satz 1.8. Wenn einen Primzahl p eine ganze Zahl a nicht teilt, dann gilt (p,a) = 1.

Beweis. Sei d = (p,a). Dann gilt d | p und somit entweder d = 1 oder d = p. Wenn d = p ist,
dann folgt p | @ — ein Widerspruch. Daher ist d = 1. O

Satz 1.9. Wenn eine Primzahl p das Produkt ab teilt, dann gilt p | a oder p | b.

Beweis. Nehmen wir an, dass p | ab aber p { a. Dann folgt mit Satz dass (p,a) =1, und
mit Satz dass p | b. O
1.4 Der Fundamentalsatz der Arithmetik

Satz 1.10 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Jede ganze Zahl n > 1 ldsst sich als bis auf
Vertauschung eindeutiges Produkt von Primfaktoren darstellen.
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Beweis. Wir verwenden Induktion nach n. Der Satz stimmt fiir n = 2. Nehmen wir nun an,
der Satz sei wahr fiir alle ganzen Zahlen grofler als 1 und kleiner als n. Wenn n eine Primzahl
ist, dann ist nichts zu zeigen. Nehmen wir also an, dass n zusammengesetzt ist und dass n
zwei Faktorisierungen

n=pip2---Ps = qiq1 - qi.

Wir zeigen zuerst, dass s = t gilt, und danach, dass jedes p einem ¢ entspricht. Nachdem p;
das Produkt ¢ - - - ¢ teilt, so teilt p; zumindest einen Faktor, sagen wir ¢;. Nachdem ¢; prim
ist, muss p; = ¢ gelten. Das heif§t, wir konnen n durch p; teilen und erhalten

n/pr=>p2-Ps=q2- G-

Wenn s > 1 oder ¢ > 1, dann gilt 1 < n/p; < n und wir kénnen die Induktionsvoraussetzung
anwenden. Daher hat n/p; eine eindeutige Darstellung als Produkt von Primzahlen und somit
auch n. =

Nachdem ein und dieselbe Primzahl auch 6fter in der Faktorisierung vorkommen kann. Schrei-
ben wir kurz

,
n = p‘lll .. 'p?T — Hp;jpi(n)7
i=1
wobei vp(n) die p-Bewertung von n ist, i.e. vp(n) = max{a > 0: p® | n}.

Satz 1.11. Wenn n = [[;_, p{*, dann besteht die Menge der positiven Teiler von n aus der
Menge der Zahlen der Form [[;_, p5’, wobei 0 < ¢; < a; firi=1,2,...,r.

Satz 1.12. Seien a und b zwei positive ganze Zahlen mit der jeweiligen Faktorisierung

o0 o0
a:Hp?" und b:Hp?".
i=1 i=1

Dann hat deren ggT die Foktorisierung

(a’7 b) = pri,
=1

wobei jedes ¢; = min{a;, b;}.

1.5 Der Euklidische Algorithmus

Satz 1.13. Seien a und b zwei ganze Zahlen mit b > 0. Dann gibt es ein eindeutiges Paar q
und r, sodass
a=bg+r, mit0<r<hb.

Bemerkung. Wir nennen ¢ den Quotienten und r den Rest der Division von a durch b.
Beweis. Sei S die folgende Menge nicht-negativer Zahlen

S={y:y=a—bx,x €Z,y>0}.
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Das ist eine nicht-leere Menge nicht-negativer Zahlen und hat daher ein Minimum, sagen wir
a—bg. Sei r = a — bq. Dann ist a = bg +r und r > 0. Nun zeigen wir, dass r» < b ist. Nehmen
wir an, das wére nicht so. Dann gibt es0 <r—b < 7. Aberr—b € S, dennr—b =a—b(q+1).
Daher ist » — b € S und kleiner als das Minimum; Widerspruch! Daher ist r < b.

Das Paar ¢, r ist eindeutig, denn gébe es noch ein Paar ¢/, 7’ dann gilt bg +r = b¢’ + v’ und
daher b(q¢ — ¢') = r' — r. Damit gilt, dass b | (r' —r). Wenn 7’ —r # 0 folgt daher b < |r — 7/|,
ein Widerspruch. Daher muss ' = r und folglich auch ¢’ = ¢ sein. O

Obwohl Satz nur die Existenz beweist, gibt er uns sogar eine Moglichkeit ¢ und r zu
bestimmen. Diesen Algorithmus haben wir im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 1.14 (Der Euklidische Algorithmus). Seien a und b zwei positive ganze Zahlen, wobei
bta. Seien ro = a und r1 = b. Wir wenden den Divisionsalgorithmus von Satz rekursiv
an und erhalten eine Folge von Resten definiert durch die Gleichungen:

To = Tr1q1 + T2, 0<ry<my,
1 = T9q2 + T3, 0<rsg<ro,
Th—2 = Tn—1qn—1 + Tn, 0<ry <rp-1,

Tn—1 = TnQn + Tn+1, Tnt1 = 0.

Dann ist ry, der ggT von a und b.

Beweis. Es gibt einen Zustand in dem 7,.1 = 0 ist, denn die 7; sind fallend und nicht-
negativ. Die letzte Gleichung zeigt, dass 7, | r,—1. Die vorletzte zeigt, dass 7, | r,—o. Mittels
Induktion sehen wir, dass r, jedes r; teilt und daher auch rg = a und r; = b. Damit ist r,
ein gemeinsamer Teiler von ¢ und b. Sei nun d ein beliebiger gemeinsamer Teiler von a und b.
Die Definition von 7o impliziert, dass d | ro. Die néchste Gleichung besagt, dass d | r3. Mittels
Induktion erhalten wir, dass d jedes r; teilt und damit auch r,. Folglich ist r, der ggT. [
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Kapitel 2

Arithmetische Funktionen und
Dirichlet Reihen

2.1 Definitionen

Eine arithmetische Funktion f ist definiert auf den natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...} und
nimmt Werte in den komplexen Zahlen an. Zwei Klassen arithmetischer Funktionen spielen
eine besondere Rolle: die additiven und multiplikativen arithmetischen Funktionen. Man nennt
eine arithmetische Funktion additiv, wenn

f(mn) = f(m) + f(n), ((m,n) =1), (2.1)
und man nennt eine arithmetische Funktion mulitplikativ, wenn
flmn) = f(m)f(n), ((m,n)=1). (2.2)

Die zusétzliche Bedinung, dass f(1) = 1 ist, ist eine praktische Konvention um die Nullfunk-
tion als multiplikative Funktion auszuschlief3en.

Das Hauptinteresse fiir diese Notation liegt in der Tatsache, dass die additiven und multi-
plikativen arithmetischen Funktionen die multiplikative Struktur von N respektieren. Diese
geschieht derart, dass der Funktionswert einer ganzen Zahl ist die Summe oder das Produkt
der Funktionswerte iiber den Primzahlpotenzen, i.e.

f(n) = Z f(p”) bezeihungsweise f(n) = H f(")
p¥[In p|ln

fiir eine additive respektive eine multiplikative Funktion f.
Man nenne f komplett additive beziehungsweise komplett multiplikativ, wenn die Bedingun-

gen (2.1) oder (2.2) auch erfiillt sind, wenn (m,n) # 1. In diesem Fall gilt f(p”) = vf(p)
beziehungsweise f(p”) = f(p)”. Des weiteren nennt man f streng additiv oder streng multi-

plikativ, wenn neben (2.1]) oder (2.2)) auch f(p¥) = f(p) fir alle v > 1 gilt.

2.2 Beispiele

Die folgenden arithmetischen Funktionen sind klassische Beispiele. Sie bezeichnen die funda-
mentalen Konzepte der multiplikativen Struktur der natiirlichen Zahlen.

15
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e Die Funktionen, die die Anzahl der Primfaktoren von n — mit oder ohne Vielfachheit —
zéhlen, sind
Q(n) = Z v, w(n):= Z 1= Zl.
p’lln p’|ln pln

e Die “Teileranzahlfunktion” oder die Summe der k-ten Potenzen der Teiler sind definiert
als
T(n) := Z L,o(n)g := de (k € C).
dn din

Wir schreiben oft o fiir o7.

e Die eulersche ¢-funktion zdhlt die Anzahl der invertierbaren Restklassen modulo n, i.e

o(n) = Z 1.

1<h<n
(hn)=1

e Die Mobiusfunktion p ist definiert als

(—1)“("), wenn n quadratfrei ist,
p(n) =

0 sonst.

e Die Mangoldt-Funktion ist definiert als

A(n) :=

Inp, wenn n = p¥ fiir ein gewisses v,
0, sonst.

Es folgt unmittelbar aus der Definition, dass €2 und w additiv sind; erstere komplett und zwei-
tere streng additiv. Im Falle der Teileranzahlfunktion 7 ist es weniger offensichtlich. Nachdem
die Teiler einer ganzen Zahl n genau die Zahlen der Form d = Hp|n p® mit 0 < a, < vp(n)
sind, erhalten wir

7(n) = [[(p(n) +1).

pln

Wir erhalten folgenden Satz.
Satz 2.1. Die Teileranzahlfunktion ist multiplikativ. Es gilt
T(n) = H (v+1) (n>1).
plln

Fiir die Summe der Potenzen der Teiler und die eulersche ¢-Funktion werden wir das weiter
unten analysieren. Wir bemerken fiir die Mébiusfunktion, dass

y —1, wennv=1,
u(p”) =
0, wenn v > 1.

Wir erhalten also unmittelbar, dass p(n) = [, #(p”), und somit

Satz 2.2. Die Mdébiusfunktion ist multiplikativ.
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2.3 Formale Dirichlet-Reihen

Ein essentielles Werkzeug in der Analyse arithmetischer Funktionen sind Dirichlet-Reihen.
Wir werden im zweiten Teil ndher auf ihre analytischen Eigenschaften eingehen. Hier wollen
wir uns auf algebraische Eigenschaften von Dirichlet-Reihen beschrianken.

Definition 2.1. Sei f eine arithmetische Funktion. Die zu f assoziierte Dirichlet-Reihe ist
definiert als Fn)
n
=20
n>1

Die Summe und das Produkt zweier Dirichlet-Reihen sind definiert als

D(f;s)+ D(g;s) Zf +g

n>1
bezichungsweise
h(n)
D(f;5)D(g;s) =Y et
n>1
wobei

= > f(d)g(d). (2.3)

dd'=n
Diese zweite Definition deckt sich mit unserer direkten Rechnung:

syt et oy S fom)

m>1 k>1 m>1,k>1 n>1 km=n

Es ist einfach zu verifizieren, dass die Menge der formalen Dirichlet-Reihen zusammen mit
den zwei Operationen einen kommutativen Ring bildet. Das Eins-Element ist die Serie

D(5;s) =1

assoziiert zur arithmetischen Funktion

R (n=1)
o) := {0, (n>1).

2.4 Der Ring der arithmetischen Funktionen

Die Beziehung zwischen arithmetischen Funktionen und ihren assoziierten Dirichlet-Reihen
induziert eine Addition (+) und eine Multiplikation (*) auf der Menge der arithmetischen
Funktionen:

D(f +g;s) = D(f;s) + D(g; s),
D(f % g;s) = D(f;s)D(g;s).

Das heiBt, (f+g)(n) = f(n)+g(n) und (f*g)(n) = h(n), wobei h(n) gegeben ist durch (2.3).
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Das Produkt * heifit Dirichlet-Faltung. Diese Operationen geben der Menge A der arith-
metischen Funktionen eine kommutative Ringstruktur, die isomorph zu jener der formalen
Dirichlet-Reihen ist. Cashwell und Everett (1959) konnten zeigen, dass dieser Ring faktoriel,
das heifit ganz und der Quotient mit der Gruppe der invertierbaren Elemente erfiillt eine Art
Fundamentalsatz der Arithmetik, ist.

Eine hinreichende und notwendige Bedingung, dass f € A ist, ist, dass f(1) # 0. Unter dieser
Hypothese haben wir eine Familie von Gleichungen der Gestalt

> fn/d)g(d) =b(n) (n=>1), (2.4)
din

die es uns erlaubt g rekursiv zu berechnen:

g(1) = (1)~
gn) =—f(0)"" > f(n/d)g(d) (n>1).

dn,d<n

Andererseits, wenn f(1) = 0, dann hat (2.4) keine Losung fiir n = 1 und f ist nicht invertier-
bar.

Satz 2.3. Die Gruppe G der invertierbaren Elemente des Ringes A der arithmetischen Funk-
tionen f besteht aus allen arithmetischen Funktionen f, sodas f(1) # 0.

Ein Element m € A ist prim, wenn es nicht invertierbar ist und wenn die Relation 7 =
u * v impliziert, dass u oder v invertierbar sind. Man iiberpriift leicht, dass die Menge der
Primelemente von A die Menge der Funktionen f, sodass f(1) = 0 und f(p) # 0 fiir eine
Primzahl p, strikt enthélt.

Die multiplikativen Funktionen sind invertierbar, denn sie erfiillen f(1) = 0 per Definition.
Das folgende Resultat zeigt uns, dass sie eine Untergruppe von G bilden.

Satz 2.4. Fine notwendige und hinreichende Bedingung fiir eine Funktion f € A um multi-
plikativ zu sein ist, dass die assoziierte formale Dirichlet-Reihe D(f;s) sich in ein formales
unendliches Euler-Produkt entwickeln ldsst:

pifis) =TT 1+ 257

P v>1

(2.5)

Dieser Satz folge unmittelbar daraus, dass Relation (2.5)) algebraisch #quivalent zu den Be-
dingungen

=1, fm) =[] f&") m>1),
p¥[In
ist.

Satz 2.5. Die Menge M der multiplikativen arithmetischen Funktionen ist eine Untergruppe
der Gruppe der invertierbaren Elemente von A.

Beweis. Seien f und g in M. Dann erhalten wir unmittelbar, dass

R (%)

v>1 P v>1

D(f;s)D(g;s) =[] [1+D] fl(,];:)

P v>1
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wobei h(p”) durch die Relation

= > f0)er") (2.6)

0<j<v

definiert ist. Aus der Definition D(f;s)D(g;s) = D(f * g; s) folgt, dass f % g mit der in
definierten Funktion in jeder Primzahl iibereinstimmt.

Es bleibt zu iiberpriifen, dass die Inverse f einer jeden Funktion f € M wieder in M liegt.
Die Anwendung der Gleichung mit g = f, n =1 und n = p” impliziert, dass f(l) =1

und dass
1+Zf 1+Z sl

v>1 v>1

gilt fiir jede Primzahl p. Daher ist

D(f;s) [ 1+Z p =1=D(f;5)D(f;5)

v>1

und Gleichung 1’ ist erfiillt fiir f. Nach Satz ist f e M. O
Sei 1 die arithmetische Funktion definiert durch
1(n)=1 (n>1).

Also 1 ist trivialerweise multiplikative und es gilt fiir jedes n > 1, dass

Z 1= 1(d)1(n/d)

dn

und somit, dass
T=1x1.

Das zeigt uns erneut, dass 7 eine multiplikative Funktion ist.
Bezeichnen wir mit j die Identitét, i.e.

jn) =n (n=1).

Dann gilt
c=1xj

und somit erhalten wir
Satz 2.6. Die “Teilersumme” o ist multiplikativ.

Es gilt dasselbe fiir die Funktionen

Uk—de 1*] (n)

dn

fiir jedes komplexe k.



20 KAPITEL 2. ARITHMETISCHE FUNKTIONEN UND DIRICHLET REIHEN

2.5 Die Mobius’sche Inversionsformel

Fiir jede Primzahl p und fiir jede ganze Zahl v > 0 gilt

(1% 1)(p ZM {1 WennV:O}:(s(pV).

0 wennv>1

Nachdem 1 % g und ¢ multipilikativ sind, sind die zwei Funktionen gleich.

Satz 2.7. Die Mdébiusfunktion ist die Inverse der Funktion 1 beziglich der Faltung x. Es gilt
1xpu=20 (2.7)

oder gleichbedeutend
1 (n=1),
Z“(d) = { (2.8)
i 0 (n>1).

Dafiir, dass dieser Satz sehr trivial anmutet hat Gleichung (2.8]) derartig viele Anwendungen.
Vor allem dient diese Gleichung als Startpunkt fiir die kombinatorische Siebtheorie.

Satz 2.8 (Erste Mobius’sche Inversionsformel). Seien f und g arithmetische Funktionen. Die
folgenden zwei Eigenschaften sind dquivalent

(4) Zf (n>1),

dln

(i) => g(du(n/d) (n>1).

din

Beweis. Die Gleichung (i) bedeutet g = f*1 und Gleichung (i7) bedeutet f = g* u. Der Rest
folgt aus Gleichung (2.7). O

Betrachten wir nun die folgende Verallgemeinerung fiir eine reelle Variable.

Satz 2.9 (Zweite Mobius’sche Inversionsformel). Seien F und G zwei Funktion definiert auf
[1,400]. Die folgenden zwei Gleichungen sind dquivalent:

(4) F(z) =) Gz/n) (z21)

n<x

(i) =Y pn)F(z/n) (z>1).

n<z

Beweis. Wir zeigen, dass (i) = (it). Die Umkehrung ist analog. Fiir x > 1 gilt

S um)Fw/n) = 3 un) S Glafmn) = 3 Gla/k) 3 ulm).

n<x n<x m<z/n k<zx mn=k

Nach (2.8) ist die innere Summe §(k). Daraus folgt (i). O
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Eine Anwendung von Satz im Falle G(z) = 1 liefert
Zu lz/n] =1 (z>1).
n<lz

Das ldsst uns folgendes vermuten

. p(n)
m 2 S =
n<x

Wir werden spéter zeigen, dass dies dquivalent zum Primzahlsatz ist.

2.6 Die eulersche ¢p-Funktion

Wir haben gesagt, dass fiir n > 1, p(n) gleich der Anzahl der invertierbaren Restklassen
modulo n ist. Daher kénnen wir schreiben

> d((m,n))
1<m<n
Eine Anwendung von ([2.7) liefert uns
=2 > M= ud) >, 1=) ud)y
m<n d|(m,n) dn :76L§nd J dn

Dies entspricht
Q=px] (2.9)
Insbesondere erhalten wir fiir alle Primzahlen p, dass

e(p”) = p()p” + pu(p)p” = p” <1 - ;) :

Wir haben damit folgenden Satz bewiesen.

Satz 2.10. Die eulersche p-Funktion ist multiplikativ. Firn > 1 gilt

=D 1-3)

Ein anderer Beweis dieses Resultats besteht aus der Bemerkung, dass sich jede rationale Zahl
h/n in eindeutiger Art und Weise als h/n = a/d mit d | n und (a,d) = 1 schreiben ldsst. Fiir
jede reelle Funktion F' gilt dann

>, Fh/m=2_ > Fla/d).
1<h<n djn 1<a<d
(a,d)=1
Wenn wir diese Gleichung im Fall F'(z) = 1 anwenden, folgt
n="> ()

din

Mit anderen Worten j = 1 x ¢; das Resultat folgt also mittels ([2.7)).
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2.7 Ableitungen arithmetischer Funktionen

Definition 2.2. Fiir eine arithmetische Funktion f definieren wir ihre Ableitung f als die
arithmetische Funktion

f'(n) = f(n)logn (n>1).

Beispiele. Nachdem d§(n)logn = 0 fiir alle n ist, erhalten wir, dass & = 0 ist. Nachdem
1(n) = 1 fiir alle n, gilt 1'(n) = logn. Damit konnen wir die Formel 3, A(d) = logn
schreiben als

Ax1=1"

Diese Ableitung hat auch einige Eigenschaften einer gewhnlichen Ableitung.
Satz 2.11. Seien f und g arithmetische Functionen. Dann gilt:
1L (f+g9)'=f+4"
(f*g) =fxg+[fxg.
(f71) = =f'=(f=f)71, falls f(1) #0.

Beweis. Aussage 1. ist klar. Um Aussage 2. zu zeigen verwenden wir die folgende Formel
log n = logd + log(n/d). Daher

(f )/ (n) =" fd)g (%) logn

dln

=" f(@)logdg (% )+Zf g(5) 108 (%)

dln

= (f'xg)(n)+(f+4)(n )-

Fiir Aussage 3. verwenden wir Aussage 2. und 6’ = 0. Nachdem § = f * f~! ist, erhalten wir

0= (f+ ) = faf 4 fe(f).

2.
3.

Daher

Multiplikation mit f~! gibt
Y == s f e f ==« (f .

Aber f~'x f~1 = (f % f)~! und somit ist Aussage 3. bewiesen. O



Kapitel 3

Mittelwerte arithmetischer
Funktionen

3.1 Riemann-Stieltjes-Integral

Um einfacher zwischen Summen und Integralen hin und her zu wechseln, wollen wir den
Begriff des Riemann-Stieltjes-Integrales einfiihren.

Definition 3.1. Seien f eine arithmetische Funktion, F'(t) = >, ., f(n) die summatorische
Funktion von f und 0 < a < b. Sei g linksstetig auf allen ganzen Zahlen in (a, b]. Dann ist

b
/ gdF = 57 g(n)f(n).
a a<n<b

Die folgende Definition hilft uns, ein Riemann-Stieltjes-Integral in ein gewohnliches (Riemann-
)Integral umzuwandeln.

Definition 3.2. Seien f und g Riemann-integrierbare Funktionen auf einem beschrinkten
Intervall [1, X]. Sei F(z) = [[" f(t)dt fiir all > 1. Seien 1 < a < b < co. Dann

[ sar = [ s@se.

3.2 Abelsche Summation

Wir bezeichnen folgenden Satz als Abelsche Summation oder auch partielle Summation.

Satz 3.1 (Abelsche Summation). Fiir eine beliebige arithmetische Funktion a sei

n<x

wobei A(x) = 0 if © < 1. Nehmen wir an, dass f eine stetige Ableitung auf dem Intervall
[y, x] mit 0 <y < x besitzt. Dann gilt
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Bemerkung. Die Abelsche Summation entspricht der partiellen Integration fiir Riemann-
Stieltjes-Integral, denn

k
Yo amfn)= Y am)f(n)= Y {A(n)—A(n—1)}f(n)
y<n<z n=m+1 n=m-+1
k k—1
= > Am)f(n) =Y An)f(n+1)
n=m-+1 n=m
k—1

n=m-+1
k=1 n+1
— Y A@m) / P16t + A(k) f(k) — A(m) f(m + 1)
n=m-+1 n
k=1 n+1
- / AW (Bt + A(k) f(k) — A(m)f(m +1)
n=m+1""
k

- / A f'(#)dt + A(z) f(z) — / IA(t)f’(k>dt
m+1 k

O]

Satz 3.2. Sei f eine reelle monotone Funktion auf einem Intervall [a,b] mit a,b € Z. Es gibt
eine reelles 9 = ¥(a,b), mit 0 <9 <1, sodass

b
S fn) = / (Ot +I(F(B) — f(a)).
a<n<b a

Beweis. Wir fiihren das Riemann-Stieltjes-Integral von f beziiglich dem Maf d[t] ein. Damit
erhalten wir

b b b b
> s~ [ swde= [ o [ ra=- [ sodg.

a<n<b
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Partielle Integration liefert

b b
—ro@+ [0 = [ {ar.

Nehmen wir an, dass f monoton steigend ist, dann ist das Mafl df positiv. Das letzte Integral
wird zu 9(f(b) — f(a)) mit 0 <9 < 1. O

Korollar 3.3. Firn >1 giltlnn! =nlnn—n+1+9JInn mit 9 =9, € [0,1].

3.3 Euler-Maclaurin-Formel

Die Euler-Maclaurin-Formel der Ordnung & = 0 l&sst sich leicht aus der Abelschen Summation
gewinnen.

Satz 3.4. Wenn f eine stetige Ableitung f' auf dem Intervall [a,b], mit 0 < a < b, hat, dann
gilt

b b
S g = [0+ [ 1)@ )18 - - fa)la) - a)

a<n<b

Beweis. Wir verwenden Abelsche Summation (Satz mit a = 1. Dann gilt
> ) = 1@la) - fw)lul [ 17 @t
y<n<lz Yy
Zusammen mit . .
| @t =as@) - ur) - [ s
y y

beweist das den Satz. O

Gelegentlich ist es von Vorteil nicht nur den Hauptterm einer Entwicklung zu kennen. Da-
her wollen wir nun ausniitzen, dass die Funktionen f zumeist mehrfach differenziert werden
kénnen und wir somit mehrere Terme in der Asymptotik gewinnen.

Betrachten wir die Folge {b,(z)},>0 von rekursiv definierten Polynomen auf [0, 1]:

Man verifiziert leicht, dass diese Polynome der folgenden Identitdt geniigen:

r

00 Ty

y _ye
> @)=
r=0
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Diese Identitét erlaubt es uns, die ersten b, auszurechnen:

1
bo(z) =1 by(x) = 23 — ;xz + 2%
1 1
bl(x):x—§ b4(x):aj4—23:3+:n2—%
1 1
ba () :x27x+6 bs () :x5fgx4+§x376x

Wir definieren nun die r-te Bernoulli-Funktion als eine periodische Funktion mit Periode 1, die
mit b, auf dem Intervall [0, 1] {ibereinstimmt. Des weiter definieren wir die r-te Bernoulli-Zahl
B, als

B, = B,(0).

Sei nun f eine Funktion der Klasse C*t! auf dem Intervall [a,b], mit a,b € Z. Nachdem

By (z) = {z} — 1 ist, gilt
b b
/ fodle) = [ st [ s

Wenn wir das letzte Integral mittels partieller Integration 16sen, erhalten wir

a<n<b

b b
/ F(H)ABy (t) = By (f(b) — f(a)) - / By (1) (1)t

b
= B0 - f@) — 5 [ £

Es ist nicht schwer, einzusehen, dass Bo(t) stetig ist auf R und differenzierbar auf R\ Z, wobei
es B)(t) = 2By (t) geniigt. Dariiberhinaus fiir » > 3 ist B,(¢) differenzierbar auf ganz R und
erfiillt

B;,(t) = T’Br_l(t).

Man kann also das Integral relativ zu By(t) mittels partieller Integration entwickeln und erhélt
ein Integral mit Bs(t). Iteration dieses Arguments gibt folgenden

Satz 3.5 (Euler-Maclaurin-Formel). Fiir jedes ganze k > 0 und jede Funktion f der Klasse
C*+1(la,b]) mit a,b € Z, gilt

w=[ 10 dt+z LB (100 - 0)

a<n<b

kb
i fl)! [ Braor

Als unmittelbare Anwendung liefert die Euler-Maclaurin-Formel uns eine sehr gute Abschéitzung
fiir die Harmonische Reihe.

Satz 3.6. Firn > 1 gilt
S MY I
m T o0 T 1202 T Gont

m<n

wobei vy die Euler-Mascheroni-Konstante ist und ¥ = ¥, € [0,1].
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Beweis. Eine Anwendung des Satzes mit f(t) =1/t,a=1,b=n und k = 3 liefert
1 1/1 1 1 1 1 "
— =1 “(=--1)—== -1 — (5 —1) = [ t°By(t)dt.
2, m=hnts (n ) 12 (n2 >+120 <n4 ) /1 1)
2<m<n

Wenn wir den Term, der zu m = 1 gehort, hinzufiigen und n gegen unendlich streben lassen,

erhalten wir
1 1 1

o0
=4 -——— [ t5By(t)d6.
r=3ts-1 /1 4(1)d6

Das Resultat héngt also implizit an der Abschétzung

o0 1
-5 ]
B
/” EB() t' 120n%’

die wiederum aus |By(t)| < 55 fiir alle ¢ folgt. O

3.4 Das Problem von Dirichlet und die Hyperbelmethode

Wir wollen den Mittelwert der Teileranzahl 7(n) bestimmen. Einfaches Vertauschen der Sum-

mation liefert
YIUUED TS SIS DTS [

n<x n<z dln d<z n<lx d<z
n=0 mod d
= Z (% + (’)(1)) =zlnz+ O(x).
d<zx

Diese Abschéiitzung kénnen wir verbessern, indem wir die Symmetrie des Summationsbereiches
ausnutzen.

Satz 3.7. Seien f und g zwei arithmetische Funktionen und F beziehungsweise G deren
summatorische Funktionen. Dann gilt fir 1 <y <=z

> frgn) = gn)Flz/n)+ > f(m)G(z/m)— F(z/y)G(y). (3.1)
n<z n<y m<x/y

Beweis. Wir konnen die linke Seite der Gleichung schreiben als

Y fmgld)y= Y flmgd)+ D f(m)g(d)

md<x md<z,d<y md<xz,d>y
=> gd)F(z/d)+ > f(m){Gx/m)—GC(y)}.
d<y m<x/y
Dies liefert das gewiinschte Resultat, wenn wir den letzten Term entwickeln. O

Dieser Satz ermoglicht es uns, den Mittelwert fiir die Teileranzahl zu verbessern.

Satz 3.8. Fiir x gegen unendlich gilt
Z 7(n) =z(lnz + 2y — 1) + O(Vx),

n<x

wobei v die Fuler-Mascheroni-Konstante ist.
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Beweis. Wir wenden Satz mit f =g =1, F(z) = G(z) = |z] und y = y/z an und

erhalten .
— _ 2 _ -
Srm=2 Y le/ml - Vil =2 Y L rtoa)
n<z m<\/z m<ya
Nach Satz [3.6| folgt, dass die Summe iiber m gleich 3 Inz +~ + O(1/,/z) ist. Das liefert uns
den Satz. n

Als néchstes wollen wir uns der Teilersumme zuwenden.

Satz 3.9. Fir x gegen unendlich gilt

1
Z o(n) = ETFQZL‘2 + O(xzInz).

n<x
Beweis. Wir wollen o als Dirichlet-Faltung schreiben und Satz anwenden. Also
1 1
Som= Y m=3 >[5 (540 =35 025
n<z md<z d<z d<x d<z

Nachdem

ist, erhalten wir den Satz. ]
Fiir die eulersche p-Funktion erhalten wir folgenden Mittelwert.

Satz 3.10. Fiir x gegen unendlich gilt

ng —:L’ 24+ O(xnz).

n<x

Beweis. Mit der Darstellung ¢ = p * j erhalten wir
x? wu(d) 1
Setn= Y wam=Yuia) ¥ m= LS w@ [ (|2 1) =5 S D o (a3
n<x md=n d<z m<z/d d<:c d<z d<z
Nachdem die M6biusfunktion das Inverse der Funktion 1 ist, erhalten wir formell
p(d) 1
2 Z d2
d>1 d>1
Beide Reihen konvergieren und damit erhalten wir, dass

pu(d) 6
I e

d>1
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Fiir jede ganze Zahl N > 1 bezeichnet man als Farey-Folge Fn die Folge der reduzierten
rationalen Zahlen in [0,1] deren Nenner N nicht iibersteigt, i.e.

01 011 01121
]:1_{171}7 ]:2_{17271}7 ]:3_{173>27371}7 etc.

Mittels der ¢-Funktion erhalten wir

Iyl =14 @(n).

n<N
Eine Anwendung von Satz liefert
3
Fn|~ SN? (N — o).
Fnl~ 5N (N = o0)
Auf dhnliche Art und Weise kénnen wir die Anzahl der Teilerfremden Paare (m,n) in einem
Rechteck [1, ] x [1,y] bestimmen.

Satz 3.11. Bezeichne G(z,y) die Anzahl der Paare ganzer Zahlen, sodass 1 < m < z,
1 <n <yund (mn) = 1. Dann gilt G(x,y) ~ (6/72)zy fir x und y gegen unendlich.
Genauer gesagt, fir z := min(x,y) gilt

Inz

G(x,y) zwy{f2+0 <Z>} (z,y > 2).

Beweis.

G = Y almm) =Y u@ || 2]

m<lz,nly d<z

d 1
=y NC(lQ)JrO (w+y)) -

d<z d<z

1 /11
afmro (i (o))

3.5 Quadratfreie Zahlen

Wenn eine arithmetische Funktion nur die Werte 0 und 1 annimmt, kann man von einer
Indikatorfunktion fiir eine Teilmenge A der natiirlichen Zahlen sprechen. Dann interessiert
man sich fiir die Zahlfunktion

A(z) == |AN[1,z]|.

Die multiplikative Funktion n + u(n)? ist ein gutes Beispiel fiir solch eine Funktion. Ihre
summatorische Funktion
Q) = Yl

n<x

zéhlt die Anzahl der quadratfreien Zahlen kleiner gleich x.
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Satz 3.12. Fiir x gegen unendlich gilt

Q) =y +0 (Va).

Beweis. Wie in den Féllen von 7(n), o(n) oder ¢(n) suchen wir eine Darstellung als Dirichlet-
Faltung. Wir bemerken, dass jede ganze Zahl n eine Darstellung der Form

n=qm? pg)?*=1 (3.2)

hat. Diese ist sogar eindeutig, denn ¢ ist das Produkt aller Primfaktoren deren Exponenten
ungerade ist. Also haben wir

p(n)? = 8(m) = 3" p(d). (33
dlm

Wir bemerken, dass d | m bedeutet, dass d? | n. Daher

QW) =S )= 3 wld) | 5| = Srvo(a Y L4 va

n<z d2|n d<\/z d>y/x

O]

Bemerkung. Wir hitten gleichermafien folgende Uberlegungen machen kénnen. Fiir jedes
m < /z bezeichnen wir mit A,, die Menge aller ganzen Zahlen n < z fiir die (3.2)) gilt.
Nachdem diese Darstellung eindeutig ist, ist {n: n < x} die disjunkte Vereinigung der A,,
und es gilt

(Al = Q(z/m?),

wobei

> Qa/m?) =lz] (x>1).
m</x

Setzen wir x = »? und wenden wir die zweite Mébius’sche Inversionsformel auf die Funktionen
F(z) = |y?| und G(y) = Q(y*) an. Dann erhalten wir, wie oben

Q) = Y wl) o/ (2= ).
d<vz
Das folgende Resultat zeigt, wie der Primzahlsatz die Abschéitzung verbessern kénnte.

Satz 3.13. Unter der Hypothese, dass

M(z) = p(n) = ofx),

n<x

erhalten wir

Q) =~ +o(Va) (z - o0).



3.5. QUADRATFREIE ZAHLEN 31

Beweis. Gleichung (3.3)) entspricht
pr=Ax1,

wobei
5= p(d) wenn n = d?,
~]o wenn n kein Quadrat ist.

Damit bekommen wir fiir 1 <y < z,
T T T
Qw= X ||+ Sar(y5) - mar(yf5)
d<y/x/y m=y

= Y @ {H+oWm}+o,(va)

d<y/x/y

Fiir alle z > 1 haben wir aber

/ZOOd]\fg(t) :_Mz(z)2+2/zoo]\4t§t)dt:o(i> +/Zooo<;>dt:0(i)_

Daher kénnen wir schreiben, dass

derart, dass fiir jedes fixe y > 1 gilt
limsup |Q(x) — 6;1:/772| /VET < 1/\/y.
T—00

Damit folgt der Satz indem wir y gegen unendlich gehen lassen. O
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KAPITEL 3. MITTELWERTE ARITHMETISCHER FUNKTIONEN



Kapitel 4

Einige elementare Satze iiber die
Verteilung der Primzahlen

Wir wollen mit 7(z) die Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich x bezeichnen. Eine erste
untere Schranke kénnen wir aus dem Satz von Euklid gewinnen, der besagt, dass es unendlich
viele Primzahlen gibt. Seien p; = 2,p2 = 3,p3 = 5,...,p, die n kleinsten Primzahlen. Dann
sagt der Beweis, dass die Primfaktoren von

N=1+ II Dj

1<j<n
alle vollig von pi, pa, ..., p, verschieden sind. Damit erhalten wir, dass
i <1+ J]
1<j<n

ist. Mittels vollstdndiger Induktion kénnen wir schlieflen, dass

Pn < 22",
Dadurch erhalten wir
Satz 4.1. Es gilt
Inlnz 1
—— > 2).
m#)> 45 Ty @22

Beweis. Mit der oberen Schranke fiir p,, erhalten wir fiir 7(x), dass

In(lnz/1In 2) >lnlnz_ 1 Inln2
In2 ~ In2 n2 /-

7(z) > max {m € N: 22" <z} = {
O

Die untere Schranke im Satz ist weit davon entfernt, optimal zu sein. Gauss hatte bereits
vermutet, dass
()~ fuy (@ 00)
m(x) ~ — .
Inz

Dies ist der Primzahlsatz, der unabhéingig voneinander von Jaques Hadamard und La Vallée-
Poussin im Jahre 1896 bewiesen wurde. Ihre Methode verwendet Mittel aus der komplexen
Analysis auf die wir im zweiten Teil néher eingehen werden. Es wurden auch immer “elemen-
tare” Beweise gesucht, wobei der erste Erdé und Selberg 1949 gelang. Daboussi, Newman,

33
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4.1 Die Tschebyschow Ungleichungen

Der russische Mathematiker Pafnuti Lwowitsch Tschebyschow war einer der ersten der Abschitzungen
fiir die Funktion 7 (z) gefunden hat. Im Jahre 1852 hat er Bertrands Postulat bewiesen, das

sagt, dass in jedem Intervall |n,2n| mit n > 1 gibt es zumindest eine Primzahl. Fiir dieses
Resultat benétigte er explizite Schranken der Art, dass

{en+o(1)} = < m(@) < {e2 +o(1) (z = o),

Inz
wobei ¢ = In(21/231/351/53071/30) ~ 0,92129 und s = $¢; ~ 1,10555 sind.

Wir wollen hier folgende Abschétzung beweisen, die leider nur eine schwéchere Form von
Bertrands Postulat beweist: fiir jedes € > 0 gibt es ein ny = ng(e) sodass jedes Intervall der
Form |n, (2 4+ ¢)n] mit n > ng mindestens eine Primzahl enthilt.

Satz 4.2. Firn >4 gqilt

(In2)— < 7(n) < {ln4+

Inn

81nlnn} n

Inn Inn’

Fiir die obere Schranke brauchen wir das folgende klassische Resultat.

Satz 4.3. Firn > 1 gilt

Hp§4".

p<n

Beweis. Wir verwenden Induktion nach n fiir den Beweis und starten mit n > 3. Wenn n
gerade ist, dann ist n keine Primzahl und wir haben

Hp: H p <At <qn,

p<n p<n—1

Wenn n ungerade ist, dann setzen wir n = 2m + 1. Das Argument basiert auf der Ganzheit
der Binomialkoeffizienten der Ordnung n. Nachdem (27?;1) = (2m + 1)!/m!(m + 1)! haben

wir
2m+1 1.,
< 72 m—+1 — 4m
i) <3 7
m+1<p<2m+1

wobei die letzte Ungleichung davon herriihrt, dass der Koeffizient (2”31) gleich (2;::11) ist und
zweimal in der Entwicklung von (14 1)2™+! vorkommt. Wir kénnen die Induktionshypothese

auf m + 1 < n anwenden und erhalten

[Ir= 11 » JI p<amttam=4m,

p<n p<m+1 m+1<p<2m+1
womit der Satz bewiesen ist. O]
Sei d,, das kleinste gemeinsame Vielfache von {1,2,3,...,n}. Fiir die untere Schranke brau-

chen wir folgenden

Satz 4.4 (Nair). Firn > 7 gilt d, > 2.
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Beweis. Die Kernidee von Nair ist es, das folgende Integral zu betrachten:
1
I(m,n) = / ™M1l —2)" ™z (1< m<n).
0

Auf der einen Seite erhalten wir durch die Entwicklung von (1 — z)"~™, dass I(m,n) eine
rationale Nummer ist, deren Nenner d,, teilt.

fn—m 1 1
I(m7n) = Z (_1)]< . > € —7.
0<j<n-m joJm+g dn

Auf der anderen Seite ist I(m,n) "klein”. Genauer gesagt, konnen wir es direkt ausrechnen.
Wir bemerken, dass fiir jedes 0 <y <1 gilt, dass

n—1 -1 1 —1 1 —1
Z (m_1>ym I(m,n):/o (1—2+axy)" dxzﬁ Z Yy
1<m<n 1<m<n
Daher
n—1 n
= = < < .
I(m,n) 1/n<m1> 1/m<m>, (1<m<n)
Das zeigt uns, dass m(ﬁ) | d,, fiir 1 < m < n und somit
2n 2n +1 2n +1 2n
n<n>]d2n|d2n+1 und (n+1)<n+1>:(n+1)< n >:(2n+1)(n>|d2n+1.

Nachdem n und 2n + 1 relativ prim sind, kénnen wir folgern, dass
2n
n(2n + 1) < N > | dont1,

und schliefflich, nachdem (27;1) grofer als die (2n 4 1) binomial Koeffizienten, die in der Ent-
wicklung von (1 4 1)?" vorkommen, ist,

dont+1 > n4" (n > 1).

Daher erhalten wir, dass do, 1 > 2-4" = 22"+ (n > 2) und dapi2 > doni1 > 4" (n > 4),
woraus die Ungleichung d,, > 2" fiir alle n > 9 folgt. Wir kénnen leicht héindisch iiberpriifen,
dass d7 = 420 und dg = 840 auch die Ungleichung erfiillen. O

Beweis von Satz[4.2 Fiir die obere Schranke verwenden wir Satz und erhalten fiir alle
1<t <n,dass
tﬂ'(n)fﬂ'(t) < H p< 4",

t<p<n
Daher, bei Anwendung des Logarithmus,
(n) < nln4 4t
w(n .
— Int

Die gewiinschte Schranke folgt durch die Wahl von t = n/(Inn)?2.
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Fiir die untere Schranke verwenden wir die Methode von Nair. Es gilt
m(n) > (Ind,)/Inn (n > 2),

wobei d,, das kleinste gemeinsame Vielfache von {1,2, ..., n} ist. In Wirklichkeit, wenn p”||d,,
dann gibt es ein m < n, sodass p” | m. Daraus folgt, dass p¥ < n und

d, = H p”ﬁHn:n”(n).

p<n,p¥||dn p<n

Dies liefert uns die gewiinschte Schranke nach einer Anwendung von Satz O

4.2 Erster Satz von Merthens

Fiir jede Primzahl p bezeichnen wir mit v, die p-Bewertung, das heifit die arithmetische
Funktion die jeder positiven ganzen Zahl n den Exponenten von p in der Primfaktorzerlegung
zuordnet.

Satz 4.5. Fiir jede Primzahl p gilt

vp(nl) =3 HJ (n>1).

i>1 LP

Bemerkung. Die Summe {iber k ist in Wirklichkeit endlich, denn der Term ist 0 fiir £ >
(Inn)/Inp.

Beweis. Es gilt

vp(n!) = Z vp(m) = Z Z 1= Z 1.
k<vp(m)

m<n m<n 1< k>1m<n,vp(m)>k

Die letzte Summe entspricht der Anzahl der ganzen Zahlen m < n die durch pF teilbar sind.
Diese ist gerade |n/p*|, was aber dem gewiinschten entspricht. O

Korollar 4.6. Fiir jede Primzahl p gilt

n n n
T i<y <i " >0,
p p(n) p plp—1) ( )

Beweis. Das ist eine unmittelbare Konsequenz aus Satz und der Abschitzung x — 1 <
x| < . O

Es gibt einige Funktionen im Zusammenhang mit Primzahlen, die eine viel einfachere asym-
ptotische Entwicklung haben, als die Funktion 7 (z). Eines der Beispiele ist der folgende

Satz 4.7. Fir x > 2 gilt

Z np _ Inz 4+ O(1).

p<z p

Dariiber hinaus ist liegt der O(1)-Term im Intervall | — 1 —In4,In4].
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Beweis. Wir werden auf zwei verschiedene Arten In(n!) fiir n = |x] abschétzen.
Auf der einen Seite haben wir im Korollar [3.3] gesehen, dass

In(n!) =nlnn—n+1+9J,Inn

mit 0 <9 < 1.
Auf der anderen Seite, wenn wir n! in Primfaktoren zerlegen, erhalten wir

In(n!) = Z vp(n!)Inp,

p<n

und mit Korollar [£.6] folgt

n(n!) <nZ +nz

p<n p<n

und

n(n!) >nz Zlnp.

p<n p<n

Nach Satz [4-3] erhalten wir, dass die letzte summe in p nicht grofer ist als nln4. Wir haben
also

In
nZ—p —nln4d <nlnn—-n+ (1+1Inn) <nlan,

p<n p

woraus folgt, dass

| |
an Zﬂ<lnn+ln4<lnx+ln4

p<z p<n
Andererseits gilt

Inp > Inm
2 5-1 < 2 mim—T)

p<n m=2

rin?2 rln2
SZ Z m(m—l):Z 2r = Ind,

r>12r-l<m<2r r>1

woraus folgt, dass

nZ—+nln4>nlnn—n+1
p<n

und schliefilich

1 1
E ﬂ>han+——(1+ha4)>ln:n—(1+hr14)
<z
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4.3 Zwei asymptotische Formeln

Der erste Satz von Mertens ist konzeptionell verschieden von den Tschebyschow Ungleichun-
gen. Er analysiert eine Summe, die {iber Primzahlen luft. Daher ist er eine Art Prototyp einer
Reihe von Resultaten, die im Primzahlsatz gipfeln. Wir werden sehen, dass Satz andere
Resultate der selben Natur beinhaltet. Vor allem erlaubt er, Abschidtzungen von Summen
oder Produkten der Form

Satz 4.8. Seico:= Y, {m (ﬁ) — }D} ~ 0,315718. Dann gilt fiir © > 2

leln 1/H<1—;> —c0+2(;’ﬁ),

wobei ¥ = V(x) €]0, 1[.

Beweis. Wir verwenden die Darstellung von ¢y und erhalten die gewiinschte Formel mittels

0<dV(x)=2(x— 1)2{111 <1 —11/10) _11?}

p>x
1 _ 2(x —1) x—1 x—1
=2(z—1 —pF< — < =
( )szp ZQP(p_l) Zn(n—l) N_1’
p>x k>2 p>z n>x
wobei N die kleinste ganze Zahl > x ist. O

Satz 4.9. FEs gibt eine Konstante ¢y, sodass fiir r > 2

1 1
Z:lnlnx+cl+0<>.
P Inz

p<z
Bemerkung. Mittels Satz erhalten wir fiir die Konstante, dass ¢; = v — ¢g = 0,261497.

Beweis. Nach dem ersten Satz von Mertens gilt fiir ¢ > 2

R(t) =) LU o(1).

p<t p
Damit folgt, dass
1 Tl 1 rode T dR(t
So- e mt - [ [
pgxp 2— 111 o<t p 2 n n
R(z) R(2-)  [* R()
=Inlnz —Inln2 -
ninr = indne Inx In2 +/2 t(lnt)2

wobei wir das Integral mit R(t) mittels partielle Integration (Abelscher Summation) behandelt
haben.
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Sei R := sup;>o- |R(t)]. Es gilt

Inx ~Inz Inx

Rz) [™ R() 2R 2(1+1n4)
| ity ‘< <

dank der oberen Schranke aus Satz[4.7] Wir erhalten die gewiinschte Formel mit

R(t)
t(Int)?

o0
cl :—lnln2+1+/
2

O
Satz 4.10. Die Konstanten co und ci haben den in Satz[4.8 und[{.9 eingefiihrten Wert. Dann

gilt fiir x > 2
—(co+c1)
MO-Y) - o))
P Inxz Inx

p<w

4.4 Mertens Formel

Der zweite Satz von Mertens wird oft als Mertens Formel bezeichnet.

Satz 4.11. Mit den Notationen wvon oben erhalten wir co + c1 = 7y, wobet v die Euler-
Mascheroni-constante ist. Also

()i trolu))

Beweis. Fir o > 0 setzen wir

((o) := Z anT

n>1

Indem wir die Summe und das Integral vergleichen erhalten wir
1
(1+0)= p +0O(1) (o >0).

AuBlerdem gilt

1 1 \!
Z T = H (1_ p1+a) < (1 +o0),

n<x p<lz

denn das Produkt iiber p ist gleich der Summe anl en/n'T7, wobei e, gleich 1 ist, wenn

alle Primfaktoren < z sind, und sonst 0. Wenn wir x gegen unendlich gehen lassen, erhalten

§(1+a)_H<1—p11+0>_1.

P

WIr

Nun betrachten wir die Funktion

(e |
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Nachdem der Hauptterm positiv ist und durch 1/p(p — 1) beschrénkt ist, ist die Reihe f(o)
gleichméflig konvergent fiir ¢ > 0; vor allem ist sie stetig in 0 und daher

lim f(o) = f(0) = co.

o—0

Wir werden nun die zwei Terme der Summe f(o) transformieren. Auf der einen Seite gilt

In((1+o0)=In{l/c+0(1)} =In(l/o) + O(c) =In (1 — e“’) + O(o)
=Y el + O(0) = / e~AH (1) + O(0),
n>1 0
wobei wir
1
1<n<t
gesetzt haben. Partielle Integration liefert uns nun, dass
In¢(1+0)= 0'/ e ' H(t)dt + O(0)
1
ist. Andererseits, wenn wir P(u) := 3, 1/p setzen, erhalten wir
1 > dP(u) > P(u) /oo—t t
= = du = 7' P(e")dt.
Zpl-i-a' /1 u 0/1 e . € (")

p<u

Wir erhalten also, dass

flo) =0 / ¢t (H(t) — P(e)) dt + O(0).
0
Mit Satz erhalten wir, dass
H(t)=Int+~+O(1/t) (t>1),

und mit Satz dass
P(e) =Int+c; +0(1/t) (t>1).

Es folgt fiir 0 < o < %, dass

=0 [*fr-avo (i) e oo

:’y—cl—I—(’)(a—i—a/ e"tdt> =v—c+0(cn(l/0))
0 t+1

und schliefflich, dass cg = f(0) = v — ¢1. O
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4.5 Ein weiterer Satz von Tschebyschow

Tschebyschow hat gezeigt, dass, wenn wir m(x) ~ cz/Inz haben, dann muss ¢ = 1 sein.

Satz 4.12. Es gilt

lim inf m(z) <1 < limsup m(2) )

Beweis. Die beiden Ungleichungen werden auf die selbe Art und Weise behandelt. Daher
zeigen wir nur die linke. Sei
£ := liminf m(@)

z—oo z/Inz

Fiir jedes € > 0, gibt es ein g = zg(g) > 2, sodass

Das bedeutet fiir x > xq, dass

1 “dm(t) _ m(x) w(xo) gﬁﬂ 9
sz/xo t oz o +/xo (e =de

p<w

rodt
2—1+(€—E)/ — >l —¢)lnlnx + OL(1).
v tInt :

Mit Satz folgt, dass £ —e < 1 und daher ¢ < 1, weil wir € beliebig klein wahlen kénnen. [

4.6 Die Funktionen w and {2

Satz 4.13. Fiir x gegen unendlich gilt
Zw(n) =zlnlnz+cz+ 0O (i) ,

Inz
n<x

wobei ¢ ~ 0,261497 die Konstante aus Satz[{.9 ist.
Beweis. Es gilt
x 1
Suin =YX 1=% |2 <o X1 10w,
n<zx n<z pln p<zx p p<x p

Die Formel folgt nun aus Satz[4.9und der oberen Abschitzung von Tschebischow in Satz
O

Der Fall der Funktion (n) ist &hnlich, aber etwas delikater.

Satz 4.14. Fir x gegen unendlich gilt

%Q(n) =zlnlnz +cz+0 (ﬁ)

1
cp=c1— Y ———— ~1,034653.
—~p(p—1)
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Beweis. Es gilt

und andererseits, dass

w5 5 G- S e )

p<yz2<v<lnz/Inp

1
:xzp:;@—l)+o(ﬁ)’

mittels Satz Es gilt also

A(z) = z(ca — 1) + O(Vx).

O]
4.7 Die von Mangoldt Funktion
Die von Mangoldt Funktion A ist die arithmetische Funktion definiert als
A:=pxIn.
Fiir jedes n > 1 kénnen wir
A(n) = p(d)In(n/d) = 5(n)Inn — > p(d)Ind == u(d)In(d)
dn dn dn

schreiben. Das heif}t,

A= —plnxl. (4.1)

Dariiber hinaus, bekommen wir fiir jedes Paar m,n mit (m,n) = 1, dass

A(mn) = =" " p(dt) In(dt) = = > p(d) Y p(t) {Ind + Int}
dlm

dlm t|n tln
=> p(d){=6(n)Ind+ A(n)} = 5(n)A(m) + 6(m)A(n).
dlm

Daraus folgt, dass A(n) gleich 0 ist, solange n nicht eine Primzahlpotenz ist. Mit (4.1)) folgt,
dass

_JInp (n=p",v>1),
A(n) = {0 (n £ ). (4.2)
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Die summatorischen Funktionen von Tschebyschow

W) =3 An)
Ix) = Z In p,

spielen eine grofie Rolle in der analytischen Theorie der Primzahlen. Es gilt
Y(z) =In(ggT{n: n <z}) > |z]In2 (z>7) (4.3)
und
Hzx) <zlnd (x> 2). (4.4)

Diese Ungleichungen ergeben sich direkt aus den Sdtzen und Von (4.2) kénnen wir
direkt ableiten, dass

W)= 9ar) (x> 1). (4.5)

Diese Summe ist nur scheinbar unendlich, denn ab 2% > z ist der Hauptterm 0.

Satz 4.15. Firx > 2 qilt
P(z) = d(x) + O(Va),
() x
m(z) = e T @ ((11155)2) .

Beweis. Die erste Gleichung ergibt sich aus (4.4) und (4.5)). Fiir die zweite Gleichung, ver-

wenden wir Abelsche Summation:

Hx) = /lm Intdn(t) = n(z)Inz — /1373 7Tgft)dt.

Nach der oberen Abschétzung von Tschebyschow (Satz [4.2)), ist das Integral ein O(z/Inz),
womit die Gleichung folgt. t

Korollar 4.16. Scien o und 8 zwei konstanten, sodass 0 < a < In2 und 8 > In4. Fir
geniigend grofles x gilt
ar < 9 z) <YP(x) < px.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus Satz und Satz O

4.8 Mittelwert der Mobiusfunktion und die Summatorische
Funktion von Tschebyschow

Wir haben oben gesehen, dass A = p * In ist. Dises A besitzt eine summatorische Funktion
¥ (z) welche mit der Primzahlfunktion 7(x) mittels der Gleichung

$(x) ~ 7(2) In(x) (x> o0)
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verbunden ist. Es stellt sich also die Frage, ob nicht auch die summatorische Funktion
der Mobius-Funktion eine einfache Interpretation mittels den summatorischen Tschebyschow
Funktionen 7(x), ¥(z) und v (z) besitzt. Folgender Satz von Landau (1909) gibt eine vollsténdige
Antwort.

Satz 4.17. Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:

(1) Y(x) ~a (z — o0),
(i) M) =3 u(z) = ofa), (& — 00),
(1i1) Z,u )/n=0.

n>1

Bemerkung. Gleichung (iii) bedeutet, dass die Reihe auf der linken Seite konvergiert und ihre
Summe 0 ist.

Beweis. Wir beginnen damit, dass (iit) = (ii). Dazu verwenden wir Abelsche Summation.

Nehmen wir an, dass
p(n)
)= M 1) (@ 00),

n<x

M(x):/z tdm(t / m(t ().

Die Implikation (i7) = (i) zeigen wir, indem wir die Funktion A — 1 betrachten. Wir haben

dann folgt, dass

A—1=(In—7)xp=(In—74+291) % pu— 270 = f % u— 276,

wobei f eine Funktion ist, fiir die
=Y f(n)=0(Va) (4.6)
n<x

n<z Inn.

gilt mit Satz|3.8] und Korollar [3.3| fiir )

Wir werden nun zeigen, dass

= 3/ % () = ofa) (47)

n<x

indem wir das Hyperbelprinzip auf (4.6) anwenden. Fiir jedes fixe y > 2 erhalten wir dank
Satz dass

H(x)= Y wp(n)F(z/n)+ Y f(m)M(z/m) = F(y)M(z/y).

n<z/y m<y

Unter der Vorraussetzung (ii) erhalten wir nun

H
limsup‘(x)’<hmsup Z ‘F( )‘<<hmsup— Z \/7<<
x

T—00 T—00 T—$00
n<z/y
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Nachdem y beliebig war, folgt in jedem Fall (4.7)).
Es bleibt uns zu zeigen, dass (i) = (¢i7). Wir bemerken zu allererst, dass die Konvolution
p* 1 =9 uns folgende Gleichung liefert

1= u(n)|z/n] = zm(z) + O(x),

n<x
wobei
m(z) = O(1)
ist. Dieselbe Gleichung impliziert auch
p(m)
md - ( )7
md=n
wobei (m) )
p(m _
DL ) g=1 @),
m<z d<z/m

Wir berechnen die innere Summe mittels Satz und erhalten
= pu(m) x my\ _ -
1_7;6 m {ln(m)+7+O<x)}—m($)(1nx+v) G(z) + O(1),

wobei wir (m)lnm
Glz) = Z "‘T
gesetzt haben. Es reicht uns also zu zeigen, dass
G(z)=o(nz) (z— o0). (4.8)
Dafiir benutzen wir die folgende Konvolution :
pln=—Axpu=(1—A)xp—0.

Es geniigt, den Fall x # N zu betrachten. Wir kénne also schreiben

) = Z <I—A<J>> (k) 1= 14 xm(f/t)dR(t),

jh<a J k 1-

wobei wir
R(t)=t] —v() (t=1)

gesetzt haben. Mittels Voraussetzung erhalten wir
R(t) =o(t) (t — o0).

Eine Abelsche Summation gibt uns

Glz) = —1+ / * i 2m(a /) R(dE / L R()dm(z /1)

:0(1)+/1x o(l/t)dt—/: o(1) |dm(z/1)| .
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Das erste Integral ist o(Inx). Mittels der folgenden Ungleichung zwischen Stieltjes-Maflen

dm(y) <d 32

n<y

erhalten wir, dass dies auch fiir das zweite gilt. Zusammen mit (4.8) erhalten wir schliefflich
(ii). O

Korollar 4.18. Die folgenden Aussagen sind elementar dquivalent zu denen aus Satz[{.17:

(iv) 7(x)~zlnz (x — 00),
(v) I(x)~a (z — 00),
(vi) ZAgln):lnx—*y—i—o(l) (x — 00).

Beweis. Die Félle (iv) und (v) folgen unmittelbar aus Satz Die Implikation (vi) = (i)
folgt mit einer Abelschen Summation und wird dem Leser als Ubung iiberlassen. Fiir die
umgekehrte Implikation niitzen wir wiederum die Funktion f = In—7 + 271, die wir im
Beweis von Satz [£.17] eingefiihrt haben. Wir haben

A(n) —1 k) p(d
gl L,

n<lx kd<z

= 3 () e 2 () e (5) -

d<z/y

wobei
E(z):=> f(k)/k=C+0(1/Vz) (z>1).
k<z
Diese letzte Gleichung liefert, mit einer passenden Konstante C, mittels Abelscher Summation
die Abschitzung. Wenn wir nun = und dann y gegen unendlich laufen lassen, bekommen wir,
wie oben dank (7i7), dass uns —2v + o(1) liefert, woraus die gewiinschte Beziehung
folgt. O



Teil 11

Methoden der komplexen Analysis
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Le plus court chemin entre deux
vérités dans le domaine réel
passe par le domaine complexe.

Jacques Hadamard

In der analytischen Zahlentheorie definiert man Funktionen, die die gewiinschten Objekte
beschreiben und analysiert diese. Zu den Objekten gehdren zum Beispiel die erzeugenden
Funktionen. Ein klassisches Beispiel ist die erzeugende Funktion der Partitionen. Unter einer
Partition einer ganzen Zahl versteht man die Darstellung derselbigen als Summe von ganzen
Zahlen. Man kann zum Beispiel die Zahl 6 wie folgt darstellen:

5=135
=4+1
=3+2
=3+1+1
=2+2+1
=2+1+1+1+1
=14+14+14+1+1

Sei also p(n) die Anzahl der Darstellungen der Zahl n als Summe von ganzen Zahlen, so haben
wir p(5) = 7. Auf dieselbe Weise erhalten wir

5 6 7 8 9 10 11 12
7 11 15 22 30 42 56 77

n 0
1

4
p(n) 5

1 2 3
1 2 3

Bei dieser Folge handelt es sich um die Folge A000041 in der OEIS.
Eine Moglichkeit, um nun eine Asymptotik zu erhalten, ist die erzeugende Funktion der
Partitionsfunktion. Wir erhalten

P(z) = Zp(n)z” = H(l — ML

n>0 n>0

Um die Koeffizienten zu extrahieren benutzt man die Cauchy’sche Integralformel (also kom-

plexe Analysis):
1 dz

p(n) = [z"]P(2) = (=) -

21 |z\:r

Es folgt eine Anwendung der Sattelpunktsmethode. Diese ist aber aulerhalb der Ziele des
aktuellen Kurses und wir verweisen den interessierten Leser auf “Modular Functions and
Dirichlet Series in Number Theory” von Tom M. Apostol.

In diesem Kurs moéchten wir uns mit der Gamma Funktion, der Riemann’schen Zetafunktion
und der Primzahlfunktion beschéftigen.
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Kapitel 5

Die Gamma Funktion

5.1 Definitionen

Die urspriingliche Definition der Gamma Funktion geht auf einen Brief von Euler an Goldbach
aus dem Jahre 1729 zuriick:

1 (1+1/n)*

I'(s) :==— —_ —1,-2,...).

(S) SH 1+S/n (87&07 ) ) )

n>1

Es ist leicht zu sehen, dass das Produkt auf C\ (—N*) gleichmé&Big konvergiert und somit ist
damit eine meromorphe Funktion auf ganz C definiert.

Euler hat daraus folgende Integralformel abgeleitet:

o

T'(s) :/ t57letdt (o > 0).
0

Diese Formel kann auch als Mellin Transformierte der Exponentialfunktion gelesen werden.

Hier und im folgenden bezeichnen wir den Real- und Imaginérteil einer komplexen Variable

s mit

s =o0+1T.
Satz 5.1 (Euler). Sei
L(s) := / (1 — > t=ldt (o >0).
0 n
Dann gilt
n*n!
r = 5.1
n(3) s(s+1)---(s+n)’ (5-1)
und

['(s) = lim Ty(s) = /000 t=le7tdt (o > 0).

n—oo

Beweis. Der Variablentausch u = t/n erlaubt es uns,
1
T(s) = ns/ (1 —w)"u*'du
0
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zu schreiben. Wir berechnen nun dieses Integral mittels partieller Integration und erhalten

/01(1 — )t du = {““S_“)n} 4 /01(1 — W)yt du

0 S
| 1
L n: /us+n—1du
s(s+1)---(s+n—1) Jg
n!
s(s+1)--(s+mn)

Wir schlielen daraus einerseits, dass

n®n! 1 1. _ 1+1/5)°
Tnls) = s(s+1)---(s+n) - g(l—i_ﬁ) ) H (1+5//j')
1<j<n J
=TI(s)+o(l) (n— o0),
und andererseits, dass
[e.e]
lim I'y(s) = / t5~tetdt.
n—oo 0
Diese letzte Formel ergibt sich elementar und wir iiberspringen die Details. O

Wir haben die folgende Funktionalgleichung fiir die I'-Funktion. Diese Gleichung spiegelt auch
die meromorphe Fortsetzung von I' wider.

Satz 5.2. FEs gilt
I(s+1)=sI'(s) (oc>0).

Beweis.
o0 oo
I'(s+1)= / te~tdt = [—e_tts]go + s/ t5te7tdt = sT(s)

0 0

O

Korollar 5.3. Firmn €N gilt T'(n+1) = nl.

Satz 5.4. Die Funktion U ist logarithmisch konvex.

Beweis. Es geniigt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung;:

00 2
I'(z)? = </ e lnuuxldu) < T(2)IM ().
0

O

Emil Artin (1898-1962) hat gezeigt, dass die Funktionalgleichung und die logarithmische Kon-
vexitét die I'-Funktion charakterisiert.

Satz 5.5 (Artin). Sei ® :]0,00[—]0, 0] eine differenzierbare Funktion sodass, In ® konvezxe
ist und x®(z) = ®(x + 1) fir all x > 0 gilt. Dann ist ®(x) = ®(1)I'(z) fir alle x > 0.
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Beweis. Sei H := ®/T". Dann ist H 1-periodisch und H(1) = ®(1). Nachdem ®'/® und I"/T’
monoton wachsend sind, gilt fiir x > 0 und n > 1, dass
@’(n)_f"(n—l—l)<H’(n+$):<l>’(n+az)_F’(n+:r)< ) )
®(n) I'(n+1) = Hn+z) Pn+z) In+z) —
Aber ® und T erfiillen beide die Funktionalgleichung

fa+l) _fla) 1

fla+1)  f(x) =

Also gilt
®'(n) T'(n+1) H'(n)

1
®(n) T(n+1) Hn) n
Damit folgt, dass

H'(1) _l:H/(n) Hm) 1 _ H@) 1

o) n Hn) Ho) "n- HO Tw
Indem wir n gegen unendlich gehen lassen, bekommen wir die Existenz einer Konstante k,

sodass H'(x)/H(z) = k fiir alle > 0, womit H(x) = H(1)e*® folgt. Nachdem H periodisch
ist, muss k£ = 0 sein. O

1
—-<
n

5.2 Die Produktformel von Weierstraf}

Satz 5.6 (Weierstra$3). Fir o > 0 gilt

r(ls) = s ] <1 + j) e/, (5.2)

j>1

wobei v die Fuler-Mascheroni-Konstante bezeichnet.
Dariiber hinaus beschreibt eine analytische Fortsetzung von 1/T'(s) auf eine ganze Funk-
tion.

Beweis. Fiir n > 1 setzen wir H,, := Z1§jgn 1/j die n-te harmonische Zahl und erhalten:
H,=Inn+~v+o0(l) (n— c0).

Nach (5.1]) gilt

ns €S/jefs/j es(lnann)

Pu(s) = 11 1+s/j s 11

1<j<n 1<j<n

o5/

1+s/j

Indem wir n gegen unendlich gehen lassen, kénnen wir das gewiinschte folgern, denn der
Hauptterm des Produkts ist 1 + O(1/;j2) gleichmiiBig auf dem Kompaktum C \ (—N). O

Korollar 5.7. Fs gilt v = —T"(1).
Beweis. Logarithmische Ableitung der Formel (5.2)) liefert

—T'(s) 1 11
T(s) _7+§+Zs+j_}'

Jj=1

Fiir s = 1 ist die Reihe eine Teleskopsumme und gleich —1. O
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5.3 Beta-Funktion

Die Beta-Funktion oder Euler-Integral der zweiten Art ist definiert als
1
Bla.y) == / F— e (o> 0,y > 0).
0
Satz 5.8. FEs gilt
B(z,y) =
Erster Beweis: Variablentausch. Es gilt
[e.e] o0
I'(z)'(y) = / t11etdt/ u?"le T du.
0 0

Mit dem Variablentausch v = tv und dem Satz von Fubini erhalten wir, dass

o0 o
F(x)F(y):/O tm_le_tdt/o tYv¥le v dy

= /OO v do /OO prty—le— (vt gy

At Iz + y)dv

r(:z:+y)/0 (111,)1/1 (1 iv)xl (1 ivv)2

1
=T(z+y) / wyfl(l — w)xfldw
0

=I'(z+y)B(z,y).

O

Zweiter Beweis mit dem Satz von Artin. Seiy > 0 fix und f(x) :=I'(x+y)B(x,y)/T(y). Wir
miissen zeigen, dass f(z) = I'(z) ist. Es gilt f(1) =yB(1,y) =1 und

(z+y)l'(z+y)
['(y)

flx4+1)= B(x+1,y).

Nachdem

1 1
Bz +1,y) = /t"”l—ty Yt = / ( ) — )ty lde
(1 x+y ¢ z71 N / ( t)a:—i—y ¢ z—1 dt
:L'+y 1-t) |, :c—l—y 1—t (1—1)2

woraus wir ableiten, dass

X
=~ Bla,y),
P (7,y)

fla+1) = of(2)
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ist. Schlieflich liefert uns die Holder-Ungleichung, fiir 1/p + 1/qg = 1, dass

1
Bla/p+2/q,y) = /0 Ha=D/r+=D/a(] _ gy =D/r+=D/agy
= B(z,y)"/?B(z,y)"/",

woraus wir schlieflen, dass = — B(z,y), und damit auch x — f(x), log-konvex ist. Der Satz
von Artin (Satz [5.5)zeigt nun, dass f(z) = I'(z) ist. O

Korollar 5.9. Wir haben fir x >0 und y >0

I'(z)I'(y)
Iz +y)

jus

—9 /  (sin 9)2° L (cos 9) 241 0.
0

Insbesondere gilt I'(3) = /7.

Beweis. Es geniigt die Variablentransformation ¢ = (sin)? in (5.3)).
Wir bemerken, dass

r (%) = /0 t=12e7tqt = 2/0 e du = V.

Korollar 5.10. Wir haben fiir x > 0, dass

r (f) r <$ i 1> = V72" T ().

2 2

Beweis. Betrachten wir die Funktion f(z) := 2%~ 17 ~1/2T (%x) r (%(1’ + 1)) Wir haben, dass
f(1) =1 und dass

f(l'+ )_2z 1/2F(
— 9% —1/2F(

(z+1))T (32 +1)
(2 +1)) 32T (32) = 2f ().

1
2
1
2

Schliefllich ist f auch noch log-konvex, denn
Inf(z)=zlm2—ihmr+Wm {0 i(z+1)I (z+1)}.

Damit folgt mit dem Satz von Artin, dass f(z) = I'(z). O

5.4 Die Stirling-Formel im Komplexen

Satz 5.11. Fir alle s € C\ R~ gilt, dass

dt

1 (o)
1
logf(s):(s—2)10gs—s—|-21n(27r)—/0 Bl(t)m,

wobei wir den Logarithmus log am Hauptteil genommen haben.

Bemerkung. (i) Die Weierstra-Formel zeigt, dass I'(s) keine Nullstellen hat und einfache
Pole in den negativen ganzen Zahlen.
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(ii) Das Integral ist O(1/s) gleichméfig auf jedem Sektor s # 0, |arg(s)| < m — 0, wobei §
eine beliebige positive Konstante ist. Tatséchlich gilt fiir jedes ganze R > 1, dass

> d (=)"Bra | (=1 1 Bri(t)
/OBl(t) > + /O ( dt.

s+t 52n r(r+1)s" R+1 t+ s)B+1

Beweis. Wir wenden die Euler-Maclaurin-Summenformel der Ordnung 0 auf die Funktion
f(t) :==log(t+ s) fir s € C\ R~ mit @ =0 und b = N an. Dann erhalten wir

N By (t)dt
0 t+ s

N
Z log(n+ s) = /0 log(t + s)dt + 5 {log(N + s) — log(s)} +
1<n<N

=(s+N)log(s+N)— (s+N) —slogs+ s+ 3log(s+ N)
N
By (t)dt
_ 1 / 217
5 log s + . it
By (t)dt
t+s

N
=(s+ N+ 3)log(s+N)— N — (s+§)logs+/
0
Subtrahieren wir nun die klassiche Stirling-Formel fiir In N! der Form

InN!=(N+3)InN — N+ In(2m) +o(1) (N — o).

Dann erhalten wir

Z log<1+%) :(N+%)log<1+%> + slog(s+ N) — (s + 3) log s

1<n<N
N By (t)dt
— Ln(2m) +/() 1(?) +o(1)

t+s
* By(t)dt
s(1+InN)— (s+ 3)logs — $In(27) + 1(t) +o(1).
0 t+ s
Wir setzen H,, := ZlgngN % Es folgt fiir s € R™, dass
s
1 vs ( 7) —s/n
n< se H 1+ - e
1<n<N
> Bi(t)dt
:lns—i—s(’y—HN—i-l—i-lnN)—(s—l—é)lns—;ln(27r)+/ tli_) o(1)
0 S

+ o(1).

Wenn wir nun N — oo, dann erhalten wir das gewiinschte Resultat fiir s € RT. Fiir allgemei-
nes s erhalten wir das Resultat mittels analytischer Fortsetzung. O

* Bi(t)dt
1 1 1
:—(5—2)1n8+s—21n(27r)—|—/0 remp

Korollar 5.12. Seien o1 und oy reell, sodass o1 < oo. Wir haben gleichmdfig fiir o1 < 0 < o9
und || = oo, dass

F(S) = {1 +0 <1> } \/% ’T|U—% 67ﬂ|7\/2eih0(7)’
T

wobei wir ho(7) = 7In|7| — 7+ $m(0 — 1)sgn(r) gesetzt haben.
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Der Satz der inversen Mellin Transformation liefert folgendes

Korollar 5.13. Fiir x > 0 gqult

1 o+i00
e’ =— I(s)z™°ds (o >0).
2mi —100

Korollar 5.14. Fiir s € C\ Z gilt

[(s)I'(1—s)= Sn(rs)’

Beweis. Wir betrachten die meromorphe Funktion

1 s(1 —s)e” 1 s(l—s .
f(s) = = ( ) H(1+j+(,2)>e_1/3,

[(s)I'(1 — s) sin(ms) sin(7s) S J

wobei wir die Weierstra-Produktformel genutzt haben. Alle Nullstellen von sin(7s) werden
von unendlichen Produkt geschluckt; f ist ganz. Dariiber hinaus, haben wir

-1 1
fls+1)= T(s + 1)D(—s)sin(rs)  L(s)(—s)(—s)sin(rs)

1

B ['(s)I'(1 —s)sinms = fs),

also ist f 1-periodisch. Fiir o € [0, 1] und |7| — oo, gilt mit (?7?)

1

T~ ’T‘U_% e ™IT/2\/ 2 |T’%_U e~ ™2\ 2 |sinws| ~ 2me ™™ |sin s .
s

Korollar 5.15 (Euler). Fir alle z € C gilt

sin(7z) 22
71 (1-2%).
Tz };[1 < n2>

5.5 Hankel-Formel

Definition 5.1. Seien d,p > 0. Dann bezeichnen wir mit Hs, den Pfad in der komplexen
Ebene, der in p auf der reellen Achse startet, den Ursprung in einem Kreis mit Radius ¢
entgegen dem Uhrzeigersinn umrundet und schliefflich zuriick zum Punkt p auf der reellen
Achse kehrt.

Die Hankel-Kontor ‘H entspricht den Grenziibergingen 6 — 0 und p — +o0.
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Satz 5.16. Sei H die Hankel-Kontur. Fir eine komplexe Zahl z gilt

I'(z) = 1A(—t)21etdz.

~ 2isin(rz)

Beweis. Auf der reellen Achse erhalten wir im ersten Teil, dass arg(—t) = —7 und somit ist
(—t)*~1 = e~(==D¢==1 Analog gilt im letzten Teil (—t)*~! = ™(=D¢==1 Auf dem Kreis
um den Ursprung schreiben wir (—t)*~! = ¢™(*=1¢*=1 Wir erhalten also

/H (—t)* te~tdt

8,p

k) ] ™ . i . P
_ / e—m(z—l)tz—le—tdt + / (6616)2'—16—5@ 9(56192.(19 + / 6“r(z_1)tz_1€_tdt
p 0

—T

p T 0 Setf
=—2i sin(wz)/ t21etdt+i52/ e ¢ do
é

-7

Dies gilt fiir alle 0 < § < p. Fiir das zweite Integral erhalten wir im Grenziibergang

™ ™

. . ; __ 5,10 .

lim lim e#0e0¢ de/ %49 = 0
0—=0p—+to0 J_ o —r

Damit ergibt sich

o0

/(—t)z_le_tdt: —2isin(7rz)/ e tdt.
H

0



Kapitel 6

Erzeugende Funktionen: Dirichlet
Reihen

6.1 Konvergente Dirichlet Reihen

Sei f eine arithmetische Funktion. Wenn die Reihe
S(z) = _ f(n)z"
n>1

in einer Umgebung von 0 konvergiert, dann geben uns mehrere klassische Sdtze Auskunft
iiber die Beziehung zwischen analytischen Eigenschaften von S und den Koeffizienten f(n) -
zum Beispiel die Beziehung S (0) = n!f(n) oder die Formel von Cauchy.

Gleichermaflen stehen die analytischen Eigenschaften einer konvergenten Dirichlet-Reihe

F(s)=Y" ff;’)

n>1

(6.1)

im Verhéltnis mit asymptotischen Eigenschaften der Folge f(n). Die Aufgabe in diesem Teil
wird es sein, diese Beziehungen herzustellen.
Der Buchstabe s bezeichne hier immer eine komplexe Variable. Die reellen Variablen ¢ und
7 sind implizit durch die Gleichung

s=o0+1iT

definiert.

Definition 6.1. Sei f eine arithmetische Funktion. Dann heifit F'(s) in (6.1)) die der arith-
metischen Funktion f zugeordnete Dirichlet-Reihe. Sie ist definiert in jedem Punkt s in dem
die Reihe konvergiert.

Wir beginnen mit einem fundamentalen Satz fiir die Dirichlet-Faltung.

Satz 6.1. Seien f,g,h arithmetische Funktionen und F,G,H deren assoziierte Dirichlet-
Reihen. Wir nehmen an, dass

h=fxg.
Dann ist die Reihe H idiberall dort konvergent wo die Reihen F' und G absolut konvergent sind
und man hat unter diesen Umstdinden, dass

H(s) = F(s)G(s).

99
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Beweis. Wenn F und G im Punkt s absolut konvergieren, dann gilt fiir alle x > 1, dass

h(n m d
ZQ:Z f()zg()

ns ms ds
n<lx md<x d<z

fimald) . 5~

msds

m<x

Damit folgt, dass H(s) absolut konvergent ist. Den Rest haben wir bereits im ersten Teil
gesehen. O

6.2 Dirichlet-Reihen multiplikativer Funktionen

Wir haben im ersten Teil gesehen, dass formale Dirichlet-Reihen die Eigenschaft besitzen
in ein Euler-Produkt zu zerfallen. Hier wollen wir zeigen, dass dies auch vom analytischen
Betrachtungspunkt der Fall ist.

Satz 6.2. Sei f eine multiplikative Funktion, s eine komplexe Variable und

I

p v>1

< . (6.2)

Dann ist die assoziierte Dirichlet-Reihe F absolut konvergent und es gilt

Fis)=1> fw") (6.3)

vs
p v>0 p

Beweis. Wir bemerken zu aller erst, dass die Bedingung (6.2) bedeutet, dass das unendliche
Produkt M := [], (1 +D 51 |f(P”)/P”S|) konvergiert. Daher kiénnen wir fiir jedes z > 1
schreiben,

fn)

S

fn)

S

D

n<x

35S

Pt(n)<z

=T 1+>

p<z v>1

0| < u.
oz

Das zeigt uns bereits, dass F'(s) absolut konvergent ist. Die obere Schranke

f(n) f@") f(n) f(n)
N7 EEAC N <
POEail | DB > |2
n>1 p<z v>0 P+(n)>a n>x
impliziert (6.3) indem wir x gegen unendlich streben lassen. O

Korollar 6.3. Fir o > 1 gilt

6.3 Fundamentale analytische Eigenschaften von Dirichlet-Reihen

Sei n +— a, eine arithmetische Funktion. Wir setzen

At) == an.

n<et
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Dann konnen wir die assoziierte Dirichlet-Reihe in der Form
an > —ts
F(s) := ZE = [ eTdA®)
n>1

schreiben. Dieses Integral nennt sich Laplace-Stieltjes Transfomation von A(¢). Der Grofteil
der fundamentalen Sétze iiber Dirichlet-Reihen lédsst sich auf diese Form verallgemeinern,
wobei sich das Stieltjes-Integral als ein niitzliches Werkzeug erweist.

Sei V die Klasse der auf R definierten Funktionen mit endlicher Variation auf einem be-
schriankten Intervall. Nachdem unsere primére Aufgabe die Analyse von Dirichlet-Reihen ist,
wollen wir, wenn moglich, die Laplace-Stieltjes Transformationen von Funktionen in V be-
trachten.

Satz 6.4. Sei A eine Funktion aus V und
F(s) = / eAA() (6.4)

thre Laplace-Stieltjes Transformation.

(i) Wenn das Integral (6.4) fir s = so = oo + im0 konvergiert, dann konvergiert es auch fiir
alle reellen s mit o > oy und die Konvergenz ist gleichmdj$ig im ganzen Trichter

Ty :={s € C: |arg(s — s0)| <9} (0<V <7/2).

(ii) Wenn das Integral (6.4)) fir s = sg absolut konvergiert, dann konvergiert es auch absolut
i der abgeschlossenen Halbebene o > oy.

(iii) Die Funktion F(s) ist holomorph im ganzen offenen Bereich der Konvergenz von (6.4))
und es gilt

FR) (5) = / io(—t)keStdA(t) (k=0,1,2,...). (6.5)

Beweis. (i) Sei ¥ € [0,7/2[. Der Trichter Ty besteht aus allen komplexen Zahlen s, sodass

g — 0g

|5 = ol < cosV

Wir zeigen, dass fiir alle € > 0 ein xg = x¢(e, ) existiert, sodass fiir y > z > xg

/xy etsdA(t)‘ <e (s€Ty).

Dazu setzen wir

g(u) = / " et0dA) (u> 0).

Nach Voraussetzung gibt es ein xg = xg(e, 1), sodass fiir v > u > xg gilt, dass

lg(v) — g(u)] < %6 cosv.
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Nun kénnen wir fir y > x > z¢ und s € Ty \ {so} schreiben

[ taa) = | [ evato - o)
eV {g(y) — g(x)} + (s — s0) / "m0 {g(u) - g(x)} du

T

y

< %6 cos ¥ + |s — sp| %5 cosﬂ/ e~ wo=00) 4y,
T

Is = 5ol

< %Ecosﬁ <1+
g — 0g

) < e (cos¥+1) <e,

womit die Behauptung gezeigt ist.
Behauptung (7i) ist nichts anderes als die Anwendung der trivialen Ungleichung:

Y Yy
/ e8] [dA(H)] < / e t0| |dA(H)]

giiltig fiir alle y > z und o > oy.
Zeigen wir nun (ii7). Die gleichmifiige Konvergenz der Exponentialreihe erlaubt es uns fiir

/ CetdA) =) % / (—t)"dA()
n>0

zu schreiben. Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Ganze Funktion in s, deren k-te Ablei-

tung gleich B
Zh /0 (=t)"dA() = / (—t)Fe " d A1)

n>k B

ist. Damit folgt Behauptung (i7i) mit dem Satz von Weierstrafl iiber die Ganzheit einer
Grenzfunktion einer Funktionenfolge iiber einem kompakten Intervall. O

Bemerkung. Im Hinblick auf die Punkte (¢) und (¢7) von Satz|6.4]ist die Menge der Abszissen
o der Punkte s in denen das Integral konvergiert beziehungsweise absolut konvergiert ein
Strahl mit Ursprung o, beziehungsweise o,. Wir nennen o. die Konvergenz-Abszisse der
Dirichlet-Reihe. Man setzt 0. = —o0o, falls die Reihe iiberall konvergiert und o. = oo, falls
kein Konvergenzpunkt existiert. Beispiele fiir derart extreme Fille sind a,, = % und a, = n!.

Satz 6.5. Nehmen wir an, dass das Integral F(s) aus (6.4) fir o > o. eine analytische
Fortsetzung F(s) auf gewisse Punkte s der Abszisse o = o, besitzt. Dann gilt

Fls) = / e dA)

in jedem Punkt der Konvergenz des Integrals.

Beweis. Wir verwenden die Gleichméfligkeit aus (i) von Satz[6.4]in der Form
F(s)= lim F 4] =0.).
(5) = Jim F(s+5) (0=0.)

Nachdem F analytisch ist, gilt
F(s)= lim F(s+6)= lim F(s+0)=F
(s) 5 1 1 (s ) 5 1 1 (s ) (s),

wie gewiinscht. O
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Wir wollen Satz auf die Riemann Zeta-Funktion anwenden. Wir erhalten fiir o > 1, dass

o d|t oo dt S o {t
C(s)—/ H—s/l Ltjﬁ: 778 t£+}1dt.

_ s S — 1

Nachdem das letzte Integral fiir o > 0 absolut konvergiert, ist ((s) analytisch fortsetzbar in
eine Meromorphe Funktion fiir ¢ > 0, deren einzige Singularitéit ein einfacher Pol in s = 1
ist. Mit Satz erhalten wir nun, dass, unter der Voraussetzung der Konvergenz der Reihe,
gilt

> “Sj) =¢ (1) =o. (6.6)

n>1

Dies zeigt wiederum wie im Satz die Aquivalenz des Primzahlsatzes mit der Konvergenz
der Reihe (6.6)).
Der folgende Satz zeigt, dass o, und o, nicht beliebig gewdhlt werden kénnen.

Satz 6.6. Sei F'(s) eine Dirichlet-Reihe definiert wie in (6.1). Dann gilt
0c < 0q <o+ 1.
Beweis. Sei e > 0. Die Konvergenz der Reihe > -, f(n)n™7¢7° impliziert die Schranke
f(n) < note

und daher die absolute Konvergenz der Reihe (6.1)) im Punkt s = o, + 1 4+ 2¢. Damit gilt
0q < 0c+ 1+ 2¢ und der Satz folgt mittels Grenziibergang. O

Es ist leicht einzusehen, dass die Schranken in Satz optimal sind. Fiir die Reihe

6= S =Y G (S X g |~ 0k 60)

n>1 m>1 n>1 m>1
gilt 0. = 0 (nach dem Leibniz-Kriterium) und o, = 1.

Satz 6.7. Die Dirichlet-Reihen F(s) = 3,51 ann™° und G(s) = 3,51 byn™° seien konver-
gent fiir o > o.. Es gebe eine Folge (sp) = (0 + iT) mit

(1) o — 00 fiir m — oo und
(15)Vm: F(sm) = G(sm).

Dann gilt
Vn: a, = by,.

Beweis. Wir setzen ¢, = a, — b,. Dann verschwindet H(s) = > ., ¢,n"® an den Stellen
S = Sy,. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass H bei s = 0 absolut
konvergiert (sonst setzen wir ¢, = ¢,n™*" fiir ein gewisses s*). Es werde auch o, > 1 fiir alle
m angenominen.
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Es muss ¢, = 0 fiir alle n gezeigt werden. Angenommen, dies sei falsch und ng der kleinste
Index mit ¢, # 0. Dann ergibt sich fiir alle m € N

|CTL0 ‘ —0 —0o * —0 n(l)_am
0< <D lealn™™ <BY n " <B | tmdt=B_t—,
o n>ng n>ng 0 Im
woraus
o 1< plonl
ng
folgt. Diese Ungleichung wir fiir m — oo widerspriichlich. O

In Analogie mit den erzeugenden Funktionen kénnte man glauben, dass jede Dirichlet-Reihe
notwendigerweise eine Singularitit auf der Konvergenz-Abszisse besitzt. Das ist aber nicht der
Fall. Die Dirichlet-Reihe in ist ein exzellentes Gegenbeispiel. Wir werden spéter sehen,
dass sich ¢ in eine meromorphe Funktion auf ganz C fortsetzen lisst, die nur einen einfachen
Pol in s = 1 besitzt. Das impliziert aber, dass G(s) in eine ganze Funktion fortgesetzt werden
kann. Wir kénnen auch direkt zeigen, dass G(s) in eine holomorphe Funktion auf o > —1
fortgesetzt werden kann.

Satz 6.8 (Phragmén-Landau). Seien A eine Funktion in V und F(s) ihre Laplace-Stieltjes
Transformation. Wenn A monoton wachsend ist, dann ist s = o, eine Singularitit von F(s).

Beweis. Wir fiihren einen Beweis durch Widerspruch. Angenommen, F' sei fortsetzbar in eine
holomorphe Funktion in einer Umgebung von s = o.. Es gibt also ¢ > o, und r > 0 — o,
sodass die Taylor-Reihe von F' im Punkt o, gegeben durch

F(s) =Y 1 FO ()5~ o),

k>0

auf der ganzen Scheibe |s — o] < r konvergiert. Mit (6.5)) gilt, dass wir unter dieser Voraus-
setzung

F(s)=Y_ %(3 — o)k / io(—t)ke"’tdA(t)
= Z % /OO th(o — s)ke 7t dA(t)
k>0

schreiben konnen. Solange s reell ist, 0 — r < s < o, ist die Vertauschung der Summen
gerechtfertigt, weil der Integrand und das Mafl dA(t) positiv oder null ist. Es folgt, dass
1
> Fsk(a — s)Fe M dA()

F(s) = /io 2
>0
_ / T etteemotqa ) = / A,

Daher konvergiert das Laplace-Stieltjes Integral im Punkt s, was absurd ist, denn wir kénnten
s < 0. wahlen. O
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6.4 Konvergenz-Abszisse und Mittelwert

Sei A eine Funktion in V und
F(s) = / ) (6.8)

ihre Laplace-Stieltjes Transformation. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es den Zusammen-
hang zwischen Konvergenz-Abszisse und asymptotischem Verhalten von A zu analysieren. Es
ist klar, dass der Wert von A in einer Umgebung irgendeines Punktes mit endlichen Abstand
ohne Einfluss auf den Wert von o, ist. Wir kénnen daher ohne Beschrankung der Allgemein-
heit die folgende vereinfachende Hypothese annehmen:

A(0+) = 0.

Die explizite Berechnung von o, ist Gegenstand des Satzes [6.10] unten. Sein Beweis basiert
auf folgendem

Satz 6.9. Sei o, die Konvergenz-Abszisse des Integrals (6.8)).
(i) Wenn A(z) < €9 fir ein reelles § gilt, dann ist o, < 6.
(ii) Wenn das Integral fiir s = so mit g > 0 konvergiert, dann gilt

A(z) = 0(e?°")  (x — 00).

(iii) Wenn das Integral fir s = sg mit o9 < 0 konvergiert, dann gibt es ein reelles «,
sodass
A(zx) = a4+ 0(e?) (x — 00).

Beweis. (i). Fiir alle z > 0 gilt
T T
/ e StdA(t) = A(z)e ™ + s / e SLA(t)dt.
0 0
Die Voraussetzung iiber das Wachstum von A(t) impliziert die Konvergenz des Integrals

fir alle s mit ¢ > §. Damit gilt sicher o, < 6.
(73). Nach Voraussetzung gilt

B(x) := / e St dA(t) = F(so) +o(1) (z — o). (6.9)
0
Wir koénnen daher folgern, dass

Az) = /O "B = €97 B(z) — s /0 " ot B(nyat

_ 80/0 (B(z) — B()}e™dt + B().

Damit folgt dieser Teil aus .
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(797). Nach Satz [6.4(i) konnen wir sicher gehen, dass F'(s) fiir s = 0 konvergiert. Wir setzen
o := F(0) und erhalten mit der Notation aus (6.9), dass

- Adz) = / e dB(t) = —e7 B() — s / ¢! B(t)dt

=30 /OO{B(a:) — B(t)}esotdt _ 80/ O(eaot)dt = 0(e?%).
O

Bemerkung. Die Punkte (i) und (ii¢) aus Satz sind falsch fiir o9 = 0. Ein Gegenbeispiel
zur ersten Aussage ist durch folgende Funktion gegeben:

Alr) = 0 (0<z<1)
TN @),

Das Integral konvergiert hier fiir op = 0, aber es gilt nicht A(x) = o(1) in Unendlich.
Fiir die zweite Aussage betrachten wir

Alz) = 0 0<z<1)
T ovE @ ).

Hier gilt klarerweise
F(i)=2e""+ /100 126t dt.
Das Integral konvergiert hier; aber A(z) hat keinen endlichen Grenzwert fiir x — oo.
Satz 6.10. Setzen wir k := limsup,_,., ' In|A(x)].
(i) Wenn k # 0 ist, dann gilt 0. = k.

(ii) Wenn k = 0 ist, dann konvergiert A(z) entweder nicht gegen einen endlichen Grenzwert
fiir x — oo und daher ist o. = 0 oder es gibt ein reelles «, sodass A(x) — « fiir x — o0
und es gilt

0. = limsupz~'In|A(z) — a| <0.
T—>00
Beweis. Fiir jedes fixe ¢ > 0 gilt A(z) <. e"+9)%. Der Punkt (i) von Satz|6.9)liefert in diesem
Fall, dass

o < K. (6.10)

Nehmen wir zunéichst an, dass £ > 0 ist. Dann divergiert das Integral F'(s) solange 0 < o <
k, denn sonst wiirde nach Satz gelten, dass A(z) = o(e’”), was der Definition von s
widerspricht. Also ist o, > k.

Wenn k < 0 ist, dann gilt A(x) — 0 fiir x — oo; Punkt (4ii) aus Satz liefert nun

A(z) = 0(e?") (z — o0) (6.11)

fiir alle 0 > o.. Aber nach Definition von k erfiillt kein o < x Gleichung (6.11])). Damit ist
0. > k und wir haben die zweite Ungleichung.
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Versetzen wir uns nun in den Fall K = 0. Wenn A(x) keinen endlichen Grenzwert besitzt, dann
divergiert das Integral F'(s) in s = 0 und somit erlauben o, > 0 und (6.10) die Behauptung

zu folgern. Wenn A(x) = a + o(1), dann miissen wir zeigen, dass o, = £ wobei £ das infimum

der reellen oy ist, sodass
A(z) = a+ o(e”').

Nach Punkt (iii) von Satz gilt, dass o, > ¢ ist. Eine partielle Integration zeigt, dass F(s)
konvergiert, sobald o > ¢ ist, daher gilt o, < €. 0
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Kapitel 7

Die Riemannsche Zeta-Funktion 1

Die Dirichlet-Reihe )" -, n™® konvergiert kompakt und absolut fiir ¢ > 1. Die dort dar-
gestellte holomorphe Funktion heit Riemannsche Zeta-Funktion ((s). Diese Reihe wurde -
allerdings nur fiir reelle s > 1 - zwischen 1734 und 1748 schon von Euler betrachtet. Von ihm
stammen die berithmten Formeln

(_1)1@—132”

e @2m)*  (n€N).

¢(2n) =

Fiir ¢(2n + 1) ist bis heute keine vergleichbare Formel bekannt.

In dem 1860 erschienen Artikel ”Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen
Grofle” definierte Bernhard Riemann die Funktion erstmals fiir komplexe s und erkannte ihre
Bedeutung fiir die Untersuchung der Primzahlen.

7.1 Analytische Fortsetzung

Satz 7.1. Die Funktion ((s) kann analytisch in eine meromorphe Funktion auf ganz C fort-
gesetzt werden, die nur einen einzigen einfachen Pol in s =1 mit Residuum 1 hat.

Beweis. Fiir o > 1 gilt

—1)»
&) ::Z(ns)zgl(z

n>1

= (2175 — 1)¢(s).

Y=Y o

n>1 m>1
Daher ist G(s) konvergent fiir ¢ > 0 und wir haben

G(1)=—In2#0, G(sp) =0 (sp:=1+2mik/In2k #0).
Die zweite Formel liefert die Abschitzung

—1)" - 1 1 1 1
SES gy Loyl el

n<z n<z/2 n<wx z/2<n<z

wobei wir Abelsche Summation verwendet haben. Wir erhalten also die gewiinschte Eigen-
schaft auf der Halbebene o > 0. Dasselbe Resultat erhalten wir durch partielle Integration:

¢(s) = / / /_ di} _ s — —s/loo{t}tii,
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anfangs giiltig fiir o > 1, und die liefert uns einen anderen Ausdruck fiir die Fortsetzung fiir
o> 0.

Wir kénnten nun das gewiinschte Resultat durch sukzessive Integration der einen oder anderen
Gleichung erreichen. Hier wollen wir aber eine andere Methode von Riemann verwenden, die
mit viel subtileren Mitteln auskommt.

Der Ausgangspunkt ist die Formel

D(s)n—* = / £l (o> 0).
0

Indem wir iiber n > 1 summieren erhalten wir fiir o > 1

o] tsfl

[(s)C(s) = Z/Ooo et dt :/0 L

n>1

Wir erhalten nun die analytische Fortsetzung, indem wir den Integrationsweg durch die
Hankel-Kontur C,, wobei 0 < p < 27 ein reeller Parameter ist, ersetzen. Die Hankel-Kontur
besteht aus dem Strahl [p, +o0o[ von rechts nach links durchlaufen mit dem Argument 07,
dem Kreis |z| = p, ohne dem Punkt z = p, im trigonometrischen Sinn durchlaufen und dem
Strahl [p, +oo[ von links nach rechts durchlaufen mit dem Argument (27)~.

Nachdem die Funktion z ~— 2°~!(e* — 1)~! holomorph im horizontalen Band |3z| < 27 ohne
dem Strahl [0, 4o0] ist, ist das Integral

d
I(s) :—/ 2571 Zfl
C, e

unabhéngig von der Wahl von p in |0, 27[. Es konvergiert absolut fiir jedes s € C und ist
gleichm#flig konvergent auf jeder kompakten Menge. Es ist also eine ganze Funktion in s und

es gilt
dz - ° dt
T — s—1 2mwis 1 / ts—l )
() ]éZI=pZ ez_1+(e ) p et —1

Wenn wir die Abschétzung

|21 = 1) < 072 (lfl = p< )
verwenden, erhalten wir, indem wir p gegen 0 gehen lassen, die Formel
I(s) = (¥ — )T(s)¢(s) (o> 1). (7.1)
Die Komplementérformeln I'(s)['(1 — s) = 7/ sin(nws) implizieren, dass

—1i7s
e

C(s) = T(1— s)I(s). (7.2)

21

Diese Formel, urspriinglich nur giiltig fiir o > 1 liefert uns eine explizite analytische Fortset-
zung von ((s) auf ganz C. Sobald o < 0 ist, ist der Faktor I'(1 — s) holomorph, daher hat
((s) keine andere Singularitit als die bei s = 1. Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Die Gleichung ((7.1) liefert uns sogleich den Wert von ((s) auf den negativen ganzen Zahlen.
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Satz 7.2. Sei B,, die n-te Bernoulli-Zahl. Dann
By
((=n) = (—1)" ="

n+1
Insbesondere ist ((—2n) =0 fir alle n > 1.

(n>0).

Beweis. Wir haben die Bernoulli-Zahlen mittels folgender erzeugenden Funktion definiert:

(e —=1)" Z Bmz

Daher folgt mit (7.1]), dass

By,
I(—n):?{ (" — 1)tz 1dz = 2mi H‘.
|zl=p +1)!

(n
Damit erhalten wir das gewiinschte Resultat, indem wir in einsetzen. O
Satz 7.3. Fiir s — 1 gilt
¢(s) = %4—74—(’)(3—1)

Beweis. Fiir o = R(s) > 0 kénnen wir schreiben
s [ di 1 di
=30 [ X
n>1 n

& 1 dt 1 & 1\ dt

7.2 Approximation im kritischen Streifen

Damit kénnen wir bereits einige Abschétzungen fiir arithmetische Funktionen gewinnen. Sei
((s) die Riemannsche Zeta-Funktion, die wir mittels folgender Gleichung

1
((s) = — (s >1)
n=1
und der Gleichung
1 $1_8
((s) = lim — -1 (O<s<1
n<z
definieren.
Satz 7.4. Firx > 1 gilt
1 xlfs i
(@) ) —= +¢(s)+O(x™®) (s>0,5#1).
— n 1-—s
1
b _— = 1-s 1 .
>Zn O™ (s>1)

I.oz—i—l
c) Zno‘ = ar1 +O0(z%) (a>0).

n<x
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Beweis. Der Beweis von (a) basiert auf einer Anwendung der Euler-Maclaurin Formula mit
f(z) =x=% wobei s > 0 und s # 1. Dann gilt

1 T dt Tt —[t] x — [7]
— =] = dt+1--——1
7;5 ns /1 s 8/1 ts+1 + s

rl=s 1 ¢ —[t]
= — 1_ —S.
- 1—s+ 8/1 ts+1dt+0(w )
Daher
L2 o)+ o) (7.3)
ns 1—s 5 voh
n<x
wobei ) n
Xt -t
C<S>:1_1—5_S/1 ts+1dt'

Fiir s > 1, konvergiert die linke seit von (7.3) gegen ((s) wenn & — oo und die Terme z'~*

und x~* konvergieren beide gegen 0. Daher ist C(s) = ((s) wenn s > 1. Fiir 0 < s < 1, haben
wir z7% — 0 und (7.3) zeigt, dass

xlg]go il . =C(s).
n<x
Daher ist C(s) gleich ((s) wenn 0 < s < 1. Damit ist (a) bewiesen.
Um (b) zu zeigen verwenden wir (a) mit s > 1. Dann gilt

1 1 xl—s —s\ __ 1-s
3 =) X = T HOlT) = 0

nachdem z =% < 175,

SchlieBlich, um (c¢) zu zeigen verwenden wir die Euler-Maclaurin Formel ein weiteres mal mit
f(t) = t* und erhalten

> = /1Itadt+ a/lx 7t = [])dt + 1 — (z — [z])z®

n<x
a+1 x
— L Lo <a/ to‘ldt> + O(z®)
1

a+1_a+1
xa+1

— O(z®
04+1+ (a:)

Satz 7.5. Es existieren C1,Cy > 0, sodass fir |t| > 2, 1 — ﬁ <o <2 gilt, dass

(1) |¢(o+it)| < Cilnlt],
(2) |¢(o+it)] < Caln®[t].
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Beweis. Fiir ¢ > 1 ist ((o +it) = ((o — it). Dies setzt sich fort in {s,o > 0}. Es gilt also
|¢(o +it)| = |{(o —it)|, ebenso fiir '. Es reicht daher, ¢ > 2 zu betrachten.
Mit Satz[7.4] folgt, dass

Nl—s
)<Y n +’3_1 +O(N7¥)
n<N
1 [N, fallso <1
SZ* alls o —i—Nl_"—i—CgN_"
nn 1, falls 0 > 1

In N
< exp <E1t> In(t+1)+CsN~ 7

Die zweite Behauptung folgt analog aus der Ableitung der Formel in Satz 0

7.3 Erste Lokalisierung der Nullstellen

Satz 7.6 (Mertens). Sei F'(s) :=)_, - 7% eine Dirichlet-Reihe mit nicht-negativen Koeffizi-
enten und Konvergenz-Abszisse o.. Dann gilt

3F (o) +4RF (o +it) + RF(c +2it) >0 (0 > 0c).

Beweis. Wir setzen V() := 3 + 4cos? + cos 29 (¥ € R). Einfaches Nachrechnen zeigt uns,
dass V(1) = 2(1 + cos)? > 0. Nachdem die linke Seite der Gleichung

Z a,V(rlnn)
rn/O'
n>1
entspricht, folgt der Satz. 0
Korollar 7.7. Es gilt
C(0)*|¢(o +im)[*[¢(o +2iT)| =1 (0> 1). (7.4)

Beweis. Es geniigt den Satz auf die Funktion

A(n)

nslnn

F(s) =log((s) = — Zlog(l —p %) = Z

n>2
anzuwenden, die fiir o > 1 konvergiert. O
Wir kénnen nun folgendes Resultat beweisen.

Satz 7.8. Die Funktion ((s) besitzt keine Nullstelle in der Halbebene o > 1.

Beweis. Wir fiithren einen Beweis durch Widerspruch. Angenommen ¢(1 + i79) = 0 fiir ein
7o # 0. Dann hat die Funktion

o= ((0)* [¢(o + imo)[*
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bei o = 1 eine Nullstelle, denn der Pol der Ordnung 3 von ((s)? wird durch die Nullstelle der
Ordnung > 4 der Funktion ((o + i1p aufgehoben. Daraus folgt

lim, ¢(0)? ¢+ imo)[* ¢ (o + 2im0)| = 0,

was der vorigen Abschitzung widerspricht.
Alternativ ist ((s) holomorph in einer Umgebung von 1 + i7p. Daher

((o+img)<o—1 (o>1).
Andererseits ist
(o)< 1/(c—-1), ((o+2im9)<K1l (0>1)

(denn s = 1 ist ein einfacher Pol und ((s) ist iiberall holomorph aufler in s = 1) und es folgt,
dass
C(0)*[¢(o + i) [¢(o + 2im)| < o =1 (0> 1),

was aber (|7.4]) widerspricht fiir o — 1+. O



Kapitel 8

Der Primzahlsatz 1

8.1 Dualitdt Abelsche/Taubersche Séitze

Unser Ziel war und ist die Abschitzung der summatorischen Funktion gewisser arithmetischer
Funktionen. In den folgenden Kapiteln werden wir analytische Fortsetzungen von Dirichlet-
Reihen verwenden um Informationen iiber die summatorische Funktion zu gewinnen. Im Ge-
gensatz dazu analysieren die Tauberschen Sétze die erzeugende Funktion nur in den Punkten
der Konvergenz. Dies ermdoglicht oft eine viel einfachere Anwendung. Der Preis dafiir ist ein
schlechter Fehlerterm, der uns aber fiir den Primzahlsatz gerade geniigt.

Wir beginnen mit einem klassischen Satz von Abel.

Satz 8.1 (Abel). Sei f(2) := 3, 5qan2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 1 und kon-
vergent in z = 1. Fir jedes reelle 9 mit 0 < ¥ < w/2 und jedem Trichter

Tyi= {z: o] < 1, farg(1 - )| <0},
gilt, dass
m )= )
Beweis. Sei z =1 —re'? € Ty, mit r > 0 und |¢| < 9. Dann gilt

|z =1—2rcosp + 1% < 1,

und daher r < 2cos . Fiir r — 0 strebt z — 1, und wir kénnen annehmen, dass r» < cos .
Bezeichnen wir mit T den Teil von Ty der dieser zusétzlichen Bedingung geniigt.
Solange z € Ty erhalten wir also

11— z|cost =rcostd <r(2cosp—r) =1—|2)* <2(1—|2|).

Es geniigt zu zeigen, dass die Konvergenz der Reihe f(z) gleichméBig in Trichter T} ist, d.h.

dass
E anz"

n>N

sup —0 (N — ).

2€Ty

Wir setzen Ay, := ) nmen @m (0 > N)und ey := sup,,- y |Ay| derart, dass unsere Hypothese
der Konvergenz von f(1) gleichbedeutend damit ist, dass limy_,o €y = 0. Ein Anwendung
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von Abelscher Summation erlaubt es uns, fiir z € T

E anz"

n>N

N
< en |1 — 2|z 2en

(1—2) Z Az <

n>N

1—|z| ~ cos?

zu schreiben. ]

Satz [8.]] stellt den Prototypen einer Klasse von Sitzen dar, die oft Abelsche Sitze genannt
werden und die folgende gemeinsame Charakteristik besitzen: Sie ermdglichen, dass, wenn
eine Folge (oder eine Funktion) ziemlich regulér ist, dann besitzen gewisse Mittelwerte von
ihr auch reguldres Verhalten. Eine sehr bekannte Implikation von dieser Art, der Satz von
Cesaro

. .1
lim a, =a = lim — E am = a
n—o00 n—oo N
0<m<n
ist ein abelscher Satz. Wenn wir b, = Y <,,<,, @m (derart, dass wir f(z) = >, <o am2™ =

(1 —=2) > ,50bnz" erhalten) setzen, dann kénnen wir Satz [8.1] schreiben als

lim by, =b== lim (1-2)) byz"=b.

n—+00 z—1,2€T,
v n>0

Die Umkehrung eines abelschen Satzes ist im allgemeinen Falsch. Zum Beispiel die Summe

der Potenzreihe .

1+ 2

n>0

konvergiert gegen % fir z — 1, aber die Reihe selbst divergiert in z = 1. Ein tauberscher Satz
liefert hinreichende Bedingungen fiir die Verifikation der Umkehrung. Ein erstes Resultat in
diese Richtung ist der Satz von Tauber — siche unten.

Wir wollen diesen Abschnitt mit einem abelschen Satz fiir Dirichlet-Reihen abschlieflen.

Satz 8.2. Sei F(s) := ), <, an/n° eine Dirichlet-Reihe, die fir o > a konvergiert. Wenn es
zwet Konstanten ¢ und w mit w > —1 ¢ibt, sodass

S an = {F(C + 0(1)} 2(Inz)  (z — oo),

= w+1)
dann gilt
ca +o(1)

Beweis. Wir setzen A(t) := ), . a, und

G(h) = / o e~ @MEqA®L) (> 0).

Nachdem

c oo ca +oo ca
T(w+1) /0 c N =rosn ), e hetl
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ist, kénnen wir

+00
__c —(a+h)t __ca
Gh) = o7 = (a+ ) /0 ¢ A — 2
- /%o e~ (athyt {(a +h)A(t) — aceatt“} dt.
0 w+1)

Nach Voraussetzung gibt es eine Funktion e(t) mit lim;_, £(t) = 0, sodass

ac

(a+h)A(t) — Tw+)

et = e(t)e™t* + O (he™t¥)

ist. Damit folgt, dass

8.2 Der Satz von Tauber

In seiner urspriinglichen Form ist der Satz von Tauber (1897) die exakte Umkehrung vom
Satz von Abel.

Satz 8.3 (Tauber). Sei f(z) := ) ,~oan2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 1. Wir
nehmen an, dass f(z) gegen einen Wert £ konvergiert fir z — 1 mit z € [0,1[. Unter der
zusdtzlichen Voraussetzung, dass

Z na, =o(x) (x — 00),

n<x

folgt, dass die Reihe >  a, konvergiert und ihre Summe £ ist.

Beweis. Wir setzen

n<x 0
Gw= L =y = T gy, )
Hu) = hw) = —H' () = SEW S,
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Dann gilt
f(_l/x> A(m):Zan(e L—l)+2ane z
n<x n>x
1 1
= - Gnn— (6_5 — 1) + = Z annfe_z
T T
n<x n>x
1

_ /x G(t/x)tdA(t) / H(t/z)tdA(t)

/x w)duda(t / /x w)duda(t
:SU/O g(u)/omm(lwzd (t)du + — / / da(t

! a(ux) o a(x) a(uz) o0 a(x)
—/0 g(u) . du—i—/1 g(u)du 33+/1 h(u) . du%—/1 h(u)du .
1 o)
:/ g(u)a(ux)du + (6_1 -1) o) +/ h(u)a(ux) du — 6_1@
0 x T 1 x xT
[t a(uz) o a(ux) a(x)
_/0 g(u) . du—k/1 h(u) . du — p
(8.2)

Wir haben a(uz)/r < u gleichmiflig in x, weil a(z)/z gleichméBig beschriinkt ist auf RT.
Nachdem a(ux)/x gegen 0 konvergiert fiir x — oo und ein fixes v und nachdem wug(u) und
uh(u) integrierbar sind auf [0, 1] beziehungsweise [1, co], erhalten wir mit dem Satz der domi-
nierten Konvergenz, dass

f (e—l/x) ~Afz) =o(1) (z = o0).
Damit ist der Satz von Tauber bewiesen. O

Wir sollten bemerken, dass die Taubersche Bedingung sogar notwendig ist, fiir die Konver-
genz der ) a,. In Wirklichkeit, mit derselben Notation wie im Beweis konnen wir mit einer
abelschen Summation folgern, dass

O‘f — —/ At /{A (£)}dt.

Also A(x) — ¢ zieht sofort a(x) = o(z) nach sich.
Wir kénnen schliellich den Satz von Tauber in Integralform schreiben und, viel allgemeiner,
in folgender Form.

Satz 8.4. Seien w € RT und A: RT — R eine Funktion mit beschrinkter Varietit auf jedem
endlichen Intervall. Wir nehmen an, dass das Laplace-Stieltjes-Integral

F(o):= /000 e 7 dA(t)
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fir o > 0 konvergiert und F(o) = o(1/c¥) (0 — 0+) ist. Dann sind die folgenden zwei
Aussagen dquivalent

(i)  Az) = A(0) = o(z®) (z = o0)

(i) /0 " 1AA(t) = o(a ) (2 = o0).

Beweis. Die Berechnungen in (8.2)) erlauben es uns, indem wir einen Grenziibergang durchfiihren,
F(o)—A(1/o)+ A(0) als Funktion von a(z) wie in (8.1]) definiert zu schreiben. Der Satz folgt
wie oben durch Anwendung des Satzes von Lebesgue. O

Bemerkung. Satz (8.2)) entspricht dem Fall w = 0 von Satz : die Hypothese F(0) = o(1)

kann durch eine Anderung des Wertes A(0) erreicht werden.

Wenn wir die Aussage von Satz betrachten, kénnen wir die Notation eines Tauberschen
Satzes priizisieren. Sei eine reellwertige Funktion ¢(t,s) definiert auf RT x S mit S C C
gegeben. Wir definieren die ¢-Transformation einer Funktion A von beschrénkter Varietét
auf jedem endlichen Intervall als

F(s) = /O " ot 5)dA®) (8.3)

iiberall wo das Integral konvergiert. Weiters nehmen wir an, dass der folgenden Abelsche Satz
wahr fiir sg im Abschluss von von S: Wenn lim;_,~, A(t) = ¢, dann konvergiert das Integral

(8.3) fiir alle s € S und es gilt

lim F(s)="¢. (8.4)

§—80,5€S

Unter diesen Umstdnden nennen wir einen Satz Taubersch, wenn er uns eine hinreichende
Bedingung liefert um aus (8.4) zu folgern das lim;_, A(t) = 2.
8.3 Der Taubersche Satz von Newman

Satz 8.5 (Newman (1980); Zagier (1997)). Sei f: [0,00[— C beschrinkt und auf jedem In-
tervall [0, a] Riemann-integrierbar. Dann stellt

F(z):= /OOO f(t)e =dt

eine fiir ¥z > 0 holomorphe Funktion dar. Es sei F' analytisch fortsetzbar auf Rz > 0. Dann
gilt

/ f(t)dt = F(0).
0
Bewess. Fir 0 < T < oo sei

T
FT(Z):/O f(t)e tdt.

Dann ist Fr offenbar ganz und es reicht zu zeigen, dass

T
Fr(0) = /0 F(t)dt —— F(0).

T—o0
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Oder, fiir alle € > 0, dass
[Fr(0) — F(0)| <« (8.5)

fixr T > Ty(e). Es werde R > 0 vorldufig beliebig gewéhlt, spéiter in Abhéngigkeit von e
geniigend grof. Nach Voraussetzung gibt es ein § = §(R) > 0, sodass F' holomorph ist fiir

Rz > -6, [Sz| <R.
Sei W = W(R) folgender geschlossener Weg, positiv umlaufen.
a) Der Halbkreis vom Radius R um 2y = 0 in der rechten Halbebene (W ).

b) Der Rechteckweg von iR nach iR — 9, von iR — ¢ nach —iR — § und von —iR — ¢ nach iR
(W),

Dann bewirkt die Cauchysche Integralformel

F(0) - Pp(0) = % /W{F(z) - FT(z)}eT%dz.

Der eigentliche Beweistrick ist die folgende Modifikation

F(0) — Fr(0) = % /W{F(z)  Fr()}e™ (1 + ;) dz. (8.6)

z

Dies ist richtig, weil die hinzugefiigte Funktion

. Z
2z {F(2) — Fr(z)}el i

holomorph ist und daher ihr Integral iiber W verschwindet. Ohne diese Modifikation wiirden

wir Schwierigkeiten bei der Abschétzung bekommen.

Nach Voraussetzung kann

Ml <A vt=0
benutzt werden. Fiir z = Rz > 0 und |z| = R ist

1 z  r—ay r+iy  2x

Z+R2_$2+y2 R2 ~ R?

und - - y
F(2) — Fr(2)| = / f(t)e—ztdt’ <A / et = eTr
T T T

Damit ldsst sich der Integrand in ([10.1)) fiir 2z > 0 im Betrag abschitzen durch

A _pp o2 2A
T2t _

T R?  R?
Dies ergibt
1 1 z

i /W+{F(Z) — Fr(z)}e’” (Z + R2> dz
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Bei —F7p wird W™ deformiert zu dem Halbkreis vom Radius R in der linken Halbebene. Wie
oben erhélt man dort, dass

Ae— Tx

el

eri/_(—FT(z)) T <1+R2)d ’<é.

Es bleibt der Betrag von F(z) iiber W~. Die Funktion F(z) (£ + %z ist holomorph in einer
Umgebung der Kurve W~ und somit durch B = B(R) beschrinkt. Das F-Integral iiber die
Vertikale von W~ ist daher

|Pr(z |<A/ “rhdt <

und

1
| | < =BRe™T.
s

Die Integrale iiber die Horizontalen sind

0
2B
| |§2B/ e Tde < —.
T T

Zusammenfassung liefert fiir beliebiges R und T > 0

|F(0) — Fr(0)] < % + B(R) <R71Te_5T + ;) .

Als erstes wihlen wir R so grof, dass % < 5. Fiir jetzt festgehaltenes R (und damit fixe
B(R) und §) gilt limy_, (%e_‘sT +2) =0, fiir T > Ty(e) ist daher der zweite Teil rechts
< 5. Damit ist nach (8.5 der Beweis geﬁihrt.

O

8.4 Der Primzahlsatz
Es gilt

Y(x) = (1 +o0(1)) bazw.

n@) = T (1+o(1)).

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage. Die Aquivalenz beider Aussagen wurde im ersten
Teil gezeigt.
Fiir c =Rs > 1 und N € N folgt mittels partieller Summation

ZA Y(N)N™ +s/ Y(u)u= " du.

n<N

Die Substitution ¢ = Inu macht das Integral zu

In N
w(et) —t ft(s l)dt
0



82 KAPITEL 8. DER PRIMZAHLSATZ I

Fiir N — oo geht wegen 1(N) = O(N) der Term 1(N)N~° gegen Null, > A(n)n™* wird
zu —('(s)/¢(s), das Integral konvergiert, also

CI 1 [e%} w €t —t(s—
—Z(S) 57 it ) gt gy (o >1).
Setzt man nun z = s — 1, dann folgt hieraus
1 / 0 t
—Z+1C<(z+1):/0 w(ef)etzdt (Rz > 0).

In ahnlicher Weise erhélt man

1 oo |t
mC(z +1)= /0 LZtJe“dt (Rz > 0).

Nach Satz [7.1] und Satz [7.8] ist

!/

R R

holomorph fiir £z > 0. Es kann somit im Hinblick auf den Tauber-Satz

Flz) = —g(z 1) (1) = /Ooo <w(€‘jt> - LZ?) et

geschrieben werden. Wegen 1(e!) < e! ist f(t) = e~(1(t) — |e!]) beschrinkt (und offenbar
auf jedem Intervall integrierbar). Es kann der Tauber-Satz angewendet werden:

| et wo- 1)
0

konvergiert. Ersetzt man |e!| durch e — {e!} und beriicksichtigt die Konvergenz von

/ e H{el}dt,
0

dann hat man
/O (w()e — 1) (8.7)

konvergiert.
Aus (8.7) folgt, dass 1(e')e™t — 1. Nehmen wir an, dass

limsup(ef)e™ > 1
t—ro0
ist. Dies bedeutet, dass es eine gegen oo divergierende Folge (¢,) und ein § > 0 gibt, sodass
Y p(el) > et (14 6).

Mit einem (kleinen) ¢ > 0 folgt daraus fiir jede v
tutc ty+c
/ (V(ee™ —1)dt > / (e (1+8)e ) dt —c=c((1+)ec—1).
ty ty

Dies ist > %0(5, wenn ¢ = ¢(§) geniigend klein gewihlt wird. Wegen der Konvergenz des
Integrals miisste j;i”“. .. gegen Null konvergieren.

Ahnlich argumentiert man bei der Annahme lim inf 1(ef)e ™" < 1. Damit ist der Primzahlsatz
in der v-Version gezeigt. O



Kapitel 9

Die Riemannsche Zeta-Funktion 11

9.1 Funktionalgleichung

Satz 9.1 (Poissonsche Summenformel). Sei f: R — C eine stetig differenzierbare Funktion
mat

fla)=0 (m”) und  f'(z) = O (|x|*2) fiir |z| = oo
und set

PO = [ s

die Fourier-Transformierte von f. Dann gilt

Yoty = > fn).

n=—0o0 n=—oo

Bemerkung. Der Satz gilt auch unter schwécheren Voraussetzungen iiber die Funktion f.
Diese Form geniigt uns aber. Die Bedingung f(z) = O (|x\_2> garantiert die Existenz des

Fourier-Integrals und der unendlichen Summe > f(n).

Beweis. Wir definieren eine Funktion F': R — C durch

F(z):=)_ flz+n).

neL

Nach der Voraussetzung iiber f konvergiert diese Reihe gleichméfig auf R, ebenso die Reihe
der Ableitungen. Daher ist I eine stetig differenzierbare Funktion. Auflerdem gilt offensicht-
lich F(z + 1) = F(z), d.h. F ist periodisch mit der Periode 1. Wir kénnen deshalb F' in eine
Fourier-Reihe

F(CC) — Z cn€27rinx

neL

entwickeln. Da F' stetig differenzierbar ist, konvergiert die Fourier-Reihe gleichméfig gegen

83
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F. Fiir die Fourier-Koeffizienten gilt
1 .
Cn :/ F(z)e e dg

0
1 ) k+1 )
= / flz+ k)e*%mxdx = Z/ f(a;)e*%m‘rdx
0 k

keZ kEZ

— [ s = f),

Es gilt also R .
Pla) =Y fla+n) =3 Flnyemine.

nez neL

Die Reihen konvergieren sogar gleichméflig auf R. Setzt man hierin x = 0, erhélt man die
Behauptung. O

Beispiele. a) Wir wollen die Fourier-Transformierte der Funktion

2

fTR=SR, a— f(z):=e "
berechnen. Es wird sich herausstellen, dass f seine eigene Fourier-Transformierte ist, d.h.
Fit) = e ™ fiir alle t € R.
Es ist
f(t) — / e~ T €f2w1xtdx.

Speziell fiir ¢ = 0 gilt
~ > 2 > 2
f(0) —/ e ™ dx = 2/ e ™ dx
0

—00

L o[22 1 1
= U e “du = re)=1.
7 vl

™

Fiir ¢ # 0 ist
R 00 ) ) y [ o
f(t) — / e~ TS —2miTt 1, o7t / efﬂ(x+zt) dz.

—00 —0o0

o0 21\ 2 o0 2
/ e @it 4y — / e ™ dx =1.
—o0 — 0

Daraus folgt dann unmittelbar die Behauptung. Um das zu beweisen, wihlen wir ein R > 0
und integrieren die holomorphe Funktion f(z) := e~™" {iber den Rand des Rechtecks mit
den Ecken —R,R,R + it,— R + it. Nach dem Residuensatz ist das gesamte Randintegral

gleich 0, d.h.
R R+i R+i —R+i
/_Rf(z)dz:/ +tf(z)dz—/ +tf(z)dz+/ +tf(z)dz.

—R+it R —-R

Wir zeigen jetzt, dass
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Man sieht unmittelbar, dass

/:l:R—i-ia fos

R

Rtit R .
/ f(2)dz = / e @ Qg
—R+-it -R

folgt die Behauptung mittels Grenziibergang R — 0.

— 0 fir R — oo.

b) Fiir eine reelle Zahl A\ > 0 betrachten wir die Funktion
MAR=R, = fi(x) = e~

Dann gilt fiir die Fourier-Transformierte, dass

—mt2 /A

VA

Beweis hierfiir. Nach Definition der Fourier-Transformation gilt

f)\(t) :/ e—rr)w €_2mxtdt.

—0o0

e

NOE

Mit den Substitutionen & = VAz und 7 = ¢ / VA kann man dies auf a) zuriickfithren und

erhélt, dass
—~ o o dr e
t) = 6—7r§2€—27m§'ri _ _
) /_oo A VA W
Satz 9.2 (Funktionalgleichung der Theta-Reihe). Die Theta-Reihe ist fiir reelles x > 0 defi-

niert durch ,
0(x) = Z e T,
neZ

L €—7rt2/>\

Sie gentigt der folgenden Funktionalgleichung:

0 (i) = z0(z) fir alle x > 0,

d.h. )
2 2
Ze—wn T _ Ze—wn /x
nez \/% nez

Bemerkung. Die Theta-Reihe und ihre sémtlichen Ableitungen konvergieren gleichméfig auf
jedem Intervall [, 00, € > 0; daher ist § eine C*°-Funktion auf ]0, ocol.

Beweis. Wir wenden die Poissonsche Summenformel auf die Funktion

MhR=R, = fi(x):= e~

an. Dabei ist A > 0 ein reeller Parameter. Da f,\(t) = %e‘”tz/)‘, folgt

—mn2/\

—mAn? _ €
>e = N5

nez neZ

Schreibt man x statt A, ergibt sich die Behauptung des Satzes. O
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Korollar 9.3. Die im vorigen Satz definierte Funktion 0(x) = > ., ™% geniigt der
Abschitzung

9(@:0(\}5) fiirz — 0+ .

Lemma 9.4. Fir alle s € C mit R(s) > 1 gilt

r(3)¢s) =2 /0 e <§_°;1 ) %

Bemerkung. Die Funktion

b(t) == 3 e

n>1
konvergiert fiir t — oo exponentiell gegen 0. Es gilt 6(t) = 1+ 2¢(t), d.h. ¢(t) = 5(0(t) — 1).
Aus Korollar [9.3] folgt deshalb
() (9< ! > fiir t — 0%
= —— ur .
Vit

Dies zeigt, dass das Integral fiir $(s) > 1 existiert.

Beweis. Wir gehen aus vom der Eulerschen Integral-Darstellung fiir I'(s/2),

r(2) :/Ooots/%—f‘f, (R(s) > 0),

und machen die Substitution ¢t = mn?t’. Dabei ist n eine natiirliche Zahl. Da dt'/t' = dt/t,
erhalten wir (nachdem wir wieder ¢ statt ¢’ schreiben)

T <f> — n57r5/2 /OO ts/26—7rn2t@.
2 0 t
Fiir ®(s) > 1 gilt dann
s — s -5 _ s/2 * s/2 —WHZt@ _ 5/2 * s/2 —mn2t %
F(Q)C(s) ;F(Q)n nz;lﬂ' ; t%“e ; T ; t Ze =

n>1

Die Vertauschung von Summation und Integration ist wegen des Satzes von der majorisierten
Konvergenz von Lebesgue-Integralen erlaubt. O

Satz 9.5 (Funktionalgleichung der Zetafunktion). a) Die Funktion

£(s) =T (s/2)((s),

lisst sich meromorph auf ganz C fortsetzen. Die fortgesetzte Funktion ist holomorph bis
auf zwei Pole erster Ordnung an den Stellen s = 0 und s = 1 und gentigt der Funktional-
gleichung

§(1—s) = £(s).



9.1. FUNKTIONALGLEICHUNG 87

b) Die Zetafunktion selbst lisst sich ebenfalls meromorph auf ganz C fortsetzen mit einem
einzigen Pol an der Stelle s = 1. Es gilt die Funktionalgleichung

¢(1—s) =2"75775T'(s) cos (g) ¢(s).

Beweis. 1. Nach Lemma gilt fiir R(s) > 1 mit P(t) = >, 5, et

> dt ! [ dt
e = [ oo = [T [T et 91)
0 tJ t t
Aus der Funktionalgleichung fiir die Thetafunktion folgt fiir ¢ (¢) = %(H(t) -1

vt = V) - 50 -1,

Wir setzen dies in das Integral von 0 bis 1 ein und erhalten

1 1 1
/ ts/2,¢)(t)ﬁ _ / (s—1) /2¢ ( > dt n %/ (t(s_l)/2 _ ts/Q)g' (92)
0 t 0 3 0 ¢

Das letzte Integral kann man explizit berechnen (man beachte, dass R(s) > 1):

! ¢ 1 1
1 (s=1)/2 _ 4s/2 _Z
2/0 (t P t s—1 s

Im ersten Integral auf der rechten Seite von (9.2) machen wir die Substitution ¢’ = 1/t

und erhalten .
d¢ dt
(s—1)/2 1 s)/2
/0 " ( ) t /1 O

Setzt man alles in (9.1)) ein, ergibt sich
dt s s dt 1 1
6= et = [Ter e (2 -0). o)

1 t s—1 s

Da 1 (t) fiir t — oo exponentiell gegen 0 geht, konvergiert das Integral auf der rechten
Seite gegen eine auf ganz C holomorphe Funktion g(s). Somit liefert eine Fortset-
zung von £(s) als meromorphe Funktion auf C mit Polen 1. Ordnung an den Stellen
s =1 und s = 0. Da die Darstellung invariant unter der Abbildung s — 1 — s ist,
folgt £(1 — s) = £(s), d.h. Teil a) des Satzes ist bewiesen.

2. Wegen
C(s) = Wf(s)

lasst sich auch die Zetafunktion meromorph nach ganz C fortsetzen. Die Funktion s +—
ﬁ ist auf ganz C holomorph und hat eine Nullstelle 1. Ordnung bei s = 0, die sich
gegen die Polstelle 1. Ordnung der Funktion £(s) weghebt. Deshalb ist ((s) holomorph
in C bis auf den Pol 1. Ordnung bei s = 1. Aus der Funktionalgleichung von £ kénnen
wir nun die Funktionalgleichung der Zetafunktion ableiten:

o (1= 8)/2r< 5 )C(l—s)—ﬂs/QF(2>C(3)
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ergibt
¢(1—s) = 7l/2=T (%) r (1 3 5) - C(s). (9.4)
Nun benutzen wir zwei Formeln aus der Theorie der Gammafunktion
(a) F(s)le —5) = sm7(r7r3) (Euler)
(b) r (g) r (1 —; z) = 2172 /7T (2) (Legendre).

Aus (a) folgt

r (1S>1F<1+5>1 _sin(wlge) COS(%s)'

2 2

Damit lédsst sich die Formel (9.4) umformen zu

C(1— ) =a~L/2=sp (;) r (1 -; S) cos (g) ¢(s),

woraus unter Benutzung von (b) folgt

C(1—s)=2"5717°T(s) cos (%) ¢(s).

Korollar 9.6. a) Fir jede ganze Zahl k > 0 gilt
C(=2k)=0.

Dies sind die einzigen Nullstellem der Zetafunktion in der Halbebene R(s) < 0. Man nennt
diese Nullstellen die trivialen Nullstellen der Zetafunktion.

b) ¢(0) = —3.

Beweis. a) Wir benutzen die Funktionalgleichung

C(1—s)=2"%1"°T(s) cos (%S> ¢(s).

R(1 — s) < 0 ist gleichbedeutend mit R(s) > 1. Da ((s) # 0 fiir R(s) > 1, kommen
die einzigen Nullstellen der rechten Seite in der Halbebene #(s) > 1 von der Cosinus-
Funktion. Nun ist

cos(?):0<:>s:1+2k mit k € Z.

Daraus folgt die Behauptung.
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b) Wir schreiben die Funktionalgleichung in der Form ((1 — s) = fi(s) f2(s) mit

fi(s) :=2""*77°T'(s) und fo(s) := cos <7T28> ¢(s).

f1 ist holomorph in einer Umgebung von s = 1 und f;(1) = % Die Funktion fs ist ebenfalls
holomorph in einer Umgebung von s = 1, da der Pol der Zetafunction von der Nullstelle
des Cosinus aufgehoben wird. Um f3(1) zu berechnen, bestimmen wir die ersten Glieder
der Taylor- bzw. Laurent-Entwicklung der Faktoren.

cos (%S) = —g(s -1+ 0((s— 1)3) und ((s) = S_% +v4+0(s—1).
Multipliziert man beide Ausdriicke, erhdlt man fao(s) = =5 + O(s — 1), d.h. fo(1) = -5
Daher gilt
C0) = A1) =~
O

9.2 Die Produktentwicklung von Hadamard

Die Ordnung einer ganzen Funktion f ist definiert als das kleinste o € [0,400] sodass
f(z) <e exp (|z|a+€) fiir alle ¢ > 0 gilt. Hadamard hat gezeigt, dass sich ganze Funktionen
mit endlicher Ordnung als Produkt schreiben lassen. Wie wir sehen werden, hat (s? — s)£(s)
Ordnung 1. Die Produktformel von £(s) wird uns eine Partialbruchzerlegung von (’(s)/{(s)
liefern, die wir wiederum in einer Kontur-Integration manipulieren um v (x) auszurechnen.

Die Hadamard’sche Produktformel gilt fiir allgemeine ganze funktion mit gegebener Ordnung.

Satz 9.7. Sei f eine ganze Funktion der Ordung o < oo. Nehmen wir an, dass f nicht
identisch auf C verschwindet. Dann besitzt f die Produktdarstellung

F(2) = 2769 ﬁ (1 _ ;) exp (mz % <;>m> (9.5)

wobei a = |, r die Vielfachheit der Nullstelle von f in z = 0, die zy, die anderen Nullstellen
von f mit Vielfachheit, g ein Polynom von Grad hichstens a ist und das Produkt konvergiert
gleichmdfig auf beschrinkten Teilmengen von C. Dariiber hinaus gilt fiir R > 1, dass

#{k: |zx| < R} <. R**®. (9.6)

Umgekehrt nehmen wir an r sei eine nicht-negative ganze Zahl, g ein Polynom vom Grad
héchstens a und zy, sind die von Null verschiedenen Nullstellen, sodass |z;| < R héchstens fiir
O.(R**¢) Wahlen von k. Dann definiert die rechte Seite von eine ganze Funktion der
Ordnung hochstens a.

Beweis. Um dies zu beweisen zeigen wir zunéchst.

Lemma 9.8. FEine ganze Funktion f hat endliche Ordnung und keine Nullstellen genau dann,
wenn f = €9 fir ein Polynom g ist.
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Beweis. Klarerweise erfiillt e9 die Voraussetzungen fiir ein Polynom g. Umgekehrt, f ist eine
ganze Funktion ohne Nullstellen genau dann, wenn f = €Y fiir eine ganze Funktion g; wir
werden zeigen, dass, wenn |f| <. exp (|z]a+€), dann ist g ein Polynom. Tatséchlich ist der
Realteil von g ein O (|z|a+€) fiir groBes z. Aber dasselbe ist wahr fiir |g|, wie das folgende
Argument zeigt. Sei h = g — g(0), sodass h(0) = 0; und sei M = sup|,|<op R(h(2)). Nach
Voraussetzung ist M < R**¢ fiir grofes R. Dann ist hy := h/(2M — h) analytisch auf der
geschlossenen Scheibe D := {z € C: |z| < 2R} mit h1(0) = 0 und |hi(z)] < 1 auf D.
Betrachten wir nun die analytische Funktion ¢(z) := 2Rh;(2)/z auf D. Auf dem Rand der
Scheibe gilt, |¢(z)| < 1. Daher folgt mit dem Maximumsprinzip, dass dies auch fiir alle z € D
gilt. Im speziellen, wenn |z| < R ist, dann ist |h1(z)| < 3. Aber dann ist |h(z)| < 2M. Daher
muss |g(z)| < 2M + g(0) < |2|*** fiir groBes |z| und somit ist g ein Polynom in z vom Grad
hochstens a wie gefordert. t

Wir vereinfachen den Satz zu diesem Lemma indem wir eine gegebenen Funktion f von
endlicher Ordnung durch ein Produkt P(z) mit denselben Nullstellen wie f dividieren. Um
zu zeigen, dass dieses Produkt konvergiert, benotigen wir die Ungleichung von Jensen.

Satz 9.9. Sei fy eine analytische Funktion auf der Kreisscheibe |z| < R. Dann

500 < TT'5 - sup 151, (9.7)
¢

|2|=R

wobei das Produkt iiber alle Nullstellen ( (mit Vielfachheit) von fy in der Kreisscheibe liuft.

Beweis. Seien z1, za, ... die Nullstellen (mit Vielfachheit) von fy mit ansteigendem Modulus
0<|z1] <z <z <-ov

Fiir R > 0 sei n(R) die linke Seite von (0.6). Daher ist n(R) = k genau dann, wenn |z;| < R <

|zk+1|- Betrachten wir zuerst fo in |z| < 1. Sei ¢(z) das Blaschke-Produkt HZ(ZII) (z—z1)/(1—
Zrz). Das ist eine rationale Funktion mit denselben Nullstellen wie fy im Einheitskreis, aber
mit |¢(z)| = 1 auf |z| = 1. Dann ist f; := fo/¢(2) analytisch auf |z| < 1und |f(z)| = |fo(2)| =
| f1(2)] auf dem Rand || = 1. Daher folgt mit dem Maximumsprinzip | f1(0)| < max.|—; [ f(2)]-
Also

n(1) n(1)
1£0(0)] = 16(0)f1(0) = T l2&l - 1£1(0)] < [T Izl 'gl'iﬁ(\f(z)\-
k=1 k=1

Wenn wir dies nun auf die Funktion fy(Rz), deren Nullstellen im Einheitskreis z/R fiir
k < n(R) sind, erhalten wir die Ungleichung von Jensen. O

Sei nun fy = f/z". Eine Anwendung der Ungleichung von Jensen und logarithmieren ergibt

n(R)
R
log max |f(2)| = rlog R + log | fo(0)] + > log =
2= k=1 k

R dr
:rlogR+log|f0(0)]+/ n(r)—.
0

r
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Wenn f hochstens Ordnung o < oo besitzt, dann ist log max,_p |f(z)| <c R*", und wir
schlieflen, dass
ek dr dr

n(R) = / n(r) & < /0 ¥ o pove

R T T

Damit haben wir gezeigt. Es folgt, dass Y oo 4 |zk|_ﬁ konvergiert, sobald 3 > « ist, denn
die Summe ist

/ r=Bdn(r) =3 r A n(r)dr < / rote=A-ldr < o0
0 |z1] 1]
fiir jedes positive € <  — a. Daher konvergiert das Produkt
o z 1 2\
P(z):=2" 1-—— — [ — .
(2) =2z kl_Il< Zk)exp (7712::17” <Zk:> ) (9.8)

fiir alle z € C und eine Permutation der Nullstellen z; hat keine Auswirkung. Dariiberhinaus
ist die Konvergenz gleichmiflig in beschrénkten Teilmengen von C, weil auf |z| < R gilt, dass

z 1/ 2\" 2\
log <1 — > + Z — () < <> < zkf“*l (9.9)
2k = m \ 2z 2k
gleichméBig sobald k& > n(2R). Daher ist P(z) eine ganze Funktion mit denselben Nullstellen
und Vielfachheiten wie f.

Damit ist f/P eine ganze Funktion ohne Nullstellen. Wir behaupten, dass sie aulerdem die
Ordnung hochstens « besitzt und daher exp(g(z)) ist fiir ein Polynom g vom Grad héchstens
a. Das wiére klar, wenn wir zeigen konnten, dass

1 a+e
) <. exp ([2[*7).

Aber eine solche Ungleichung kann nicht gelten auf Grund der Nullstellen von P. Es geniigt
aber zu zeigen, dass fiir jedes R > 0 eine Schranke der Form

1 ate
PE) <. exp (R**9)

auf einem Kreis |z| = r mit r € (R, 2R) gilt. Dann wire némlich |f(z)/P(z)] <. exp (R*"¢)
fiir alle z auf dem Kreis und mit dem Maximumsprinzip auch auf |z| = R.

Wir schreiben P = 2" P, P>, wobei P, beziehungsweise P» das Produkt aus ist fiir k <
n(4R) beziehungsweise k > n(4R). Wir konnen den Faktor 2" vernachlissigen, da sein Modu-

lus groBer als 1 ist, sobald R > 1 ist. Der k-te Faktor von Py(z) ist ein exp (O (]z/zk\aﬂ))
nach . Also folgt, dass
[o.¢]
log [Py(2)] < R*TH Y |z < ROM / r=ldn(r) <. RO,
k>n(4R) 4R

wobei partieller Integration und n(r) <. r®*¢ im letzten Schritt verwendet haben (nachrech-
nen). Nun wenden wir uns P; zu. Nachdem P; ein endliches Produkt ist, schreiben wir es als
eh(?) [x<n@ary (1 — 2/2k), wobei h(z) das Polynom

-2 35 (5)

k=1 m=1
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vom Grad héchstens a ist. Daher ist h(z) < R*} ), up) |21| "%, womit wir sofort h(z) <
R%*¢ erhalten. (Dies sollte wiederum {iberpriift werden. Wir bemerken, dass die Schranken
fiir den Absolutbetrag von log|P>(z)| und h(z) untere und obere Schranken fiir |P(z)| und
lexp(h(z))| liefern.) Bisher gelten unsere unteren Schranken fiir alle Faktoren von P(z) mit
z im Kreisring R < |z| < 2R. Aber wir konnen nicht erwarten, dass dies auch wahr ist
fir P3(2) := [Iy<n@r) (1 —2/2k), weil dieses Produkt in einigen Punkten des Kreisringes
verschwinden kann. Hingegen kénnen wir zeigen, dass es fiir ein r funktioniert, indem wir den
Mittelwert abschétzen:

1 2R 2R
—— min log |P3(z)|dr < — R/ log |1 dr.

R Jr lz=r

|Zk|

Das Integral ist elementar, wenn auch nicht schén, und wir kénnen wiederum schlieflen, dass
es < R“T€ ist. Das beweist die untere Schranke fiir ein r € (R, 2R) und wir haben schliefflich
die Formel gezeigt.

Um den Beweis abzuschlieen, miissen wir noch die Umkehrung zeigen. konvergiert zu
einer ganzen Funktion mit Ordnung hochstens o unter den gegebenen Voraussetzungen an r,
g und z;. Die Konvergenz haben wir bereits gezeigt und die obere Schranke fiir |f(2)| folgt

mittels . O

Wir berechnen die logarithmische Ableitung von (9.5) und erhalten

/ / o0 a m—1
§<z>=g'<z>+i<z>:g’<z>+Z+k§j_1 — kﬂ;?]
2 =z

AuBlerdem bemerken wir, wenn o > 0 und ), |zx| ® < oo ist, dann gibt es eine Konstante
C, sodass f(z) < exp (C'|z|"). Dies folgt von der Existenz einer Konstante C,, sodass

(1 —w)exp (Z u;:)

m=1

< exp (Cy |w|?)

fiir alle w € C. Andererseits, wenn f(z) eine Funktion der Ordnung « ist, die schneller
wiichst als exp (C'|z|%) fiir alle C, dann divergiert Y, |z;|~”. Dies passiert zum Beispiel fiir
f(s) = 1/T'(s). Wie wir sehen werden, ist das ebenfalls wahr fiir f(s) = (s? — s)&(s). Damit
folgt, dass £ und damit auch ¢ unendlich viele nicht-triviale Nullstellen p mit Realteil in [0, 1]
hat und dass 3 | p| ™! sogar divergiert.

9.3 Die Produktformeln fiir £ und ¢

Wir zeigen zunichst, dass (s? — 5)&(s) eine ganze Funktion der Ordnung 1 ist.

Lemma 9.10. Es gibt eine Konstante C, sodass (s> — 5)£(s) < exp (C |s|log|s|), aber keine
Konstante C', sodass (s> — s)&(s) < exp (C' |s]).
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Beweis. Dank der Funktionalgleichung £(s) = (1 — s) geniigt es, s = o + it mit o > % zu
betrachten. Aus der Stirling-Formel folgt fiir fixes o € R, dass

R (log T(0 + it)) = (a - ;) log |¢] — g It + Cy + O (|t|*1) .

Fiir 0 > 1 folgt aus dem Eulerprodukt von ((s), dass log|((c +it)| = O,(1). Tatséchlich
haben wir die Schranken

(o) > |C(o +it)| > H (1 _|_p—s)—1 _ C(?a)'

p

Damit ist [£(o + it)| bis auf cinen konstanten Faktor wie [¢|(©~1/2e=mlt/4 fiir |¢| groB. Dies
Abschitzung fiir [£(o + it)| zeigt bereits, dass }(82 - s)f(s)} schneller wiichst als exp (C' |s|)
fiir jedes C’. Zusammen mit der Funktionalgleichung zeigt das, dass fiir jedes o < 0 ein C,
gibt, sodass |((o + it)| bis auf einen konstanten Faktor von C, wie |7§|1/27‘7 fiir |t| groB ist.
Um das Lemma zu zeigen, bleibt nur noch die Schranke fiir ((s) fiir s im oder in der Nihe
vom kritischen Streifen. Von unserer Analyse der Zetafunktion im kritischen Streifen erhalten
wir

N-1 Nl—s e n+1
(=Y it Y [ (- e
n=1 5 n=N""

was fiir grofes ¢ und N ein O (N177 + [t| N~7) ist, gleichm#Big zumindest fiir o > % Wenn
wir N = [t| + O(1) setzen, bekommen wir, dass ((o + it) < [t|' ™7 ist fiir o > 3 und [t > 1.
Zusammen mit Stirlings Approximation schliefit das den Beweis unseres Lemmas. O

Bemerkung. Natiirlich wollen wir N wéhlen, sodass die Schranke bestméglich wird, d.h. so-
dass wir N'=9 + |t/ N~ minimieren. In Analysis haben wir gelernt, dass man dies erreicht,
indem man die Ableitung Null setzt. Dabei wiirden wir N proportional zu |t| bekommen. Aber
wir setzten die Konstante willkiirlich 1, obwohl wir durch eine andere Wahl N1~ 4 [¢t| N7
verkleinert hétten. Allgemein, wenn wir uns mit Abschidtzungen von Summen vom Typ
O (f(N)+g(N)), von denen die eine wachsend und die andere fallend ist, herumschlagen,
dann wéhlen wir den Parameter N so, dass f(N) = g(IN) (oder, wenn N eine ganze Zahl sein
muss, so dass f(N) und g(N) fast gleich sind). Das ist viel einfacher und weniger fehleranfillig
wie mit Ableitungen herumzurechnen und liefert das Minimum bis auf einen Faktor 2, der
aber gut genug ist, wenn wir mit O-Termen rechnen.

Dank unserer Produktformel fiir ganze Funktionen wissen wir, dass {(s) eine Produktent-
wicklung besitzt:

eAJrBs

()= 5—T] <1 - S) es/P (9.10)

5% —s
P P

fiir bestimmte Konstanten A und B, wobei das Produkt iiber alle Nullstellen p von £ (das sind
die nicht-trivialen Nullstellen von () mit Vielfachheit. Dariiberhinaus ist > | pl717¢ < oo fiir

alle e > 0, aber }_ | p| ™' = 0. Die logarithmische Ableitung von (0.10)) ist

g 11 11
£(s)B—S—S_lJrzp:< +p>.

s—p
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Nachdem &(s) = 77%/2T'(s/2)¢(s) ist, bekommen wir auch einen Produktformel fiir ¢(s) und
eine Partialbruchzerlegung fiir ihre logarithmische Ableitung:

Caop_ Lt 1 1 s 1 1
HQ_B_S—1+2M”_2F<2+Q+%;s—p+p . (9.11)

Wir haben von I'(s/2) nach I'(s/2 + 1) verschoben um den Term —1/s zu absorbieren; denn
((s) hat keinen Pol oder Nullstelle bei s = 0.

Nachdem die Nullstellen p von £(s) auf einen kleinen Streifen beschriankt sind, ist es viel
einfacher genaue Informationen tiber deren Verteilung als tiber die Konvergenz und Divergenz
von ) | p| 7 und 3 ol p|~! zu bekommen. Sei N (T') die Anzahl der Nullstellen im Rechteck
(o,t) € [0,1] x [0,T7], was beinahe die Hélfte von dem wire, was wir n(7") im Zusammenhang

mit der allgemeinen Produktformel fiir (s — s)&(s) genannt haben.

Satz 9.11 (von Mangoldt). Fir T — oo gilt

T T T
log—— —+0(logT). (9.12)

N(T) = —
(T) 2T 2T 2w

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass 7" nicht dem Imaginérteil einer Nullstelle von ((s) ent-
spricht. Dann ist

1 ¢ 1 1
2N(T) -2 = — =(s)ds = — d{1 = — d{31

(M) -2= g f Flns= g dlons = dist0nc(o)
wobei Cr der Rand des Rechtecks (o,t) € [~1,2] x [T, T)] ist. Nachdem £(s) = £(1—s) = £(3)
konnen wir die Symmetrie nutzen und das Integral iiber einem Viertel von Cr berechnen.
Wir benutzen das obere rechte Viertel von 2 nach 2+ 47" nach 1/2+47". Bei s = 2 ist log&(s)
reell und wir erhalten

1. 1 4T T 1. .
m(N(T)—1) =Slogé (5 +2T) =3 | logll 1 + > )~ Elogw—i- & (log( (5 +ZT>) .

Mit Sterlings Formel ist der erste Term ein O(T~!) weg von

g((L_1 lo E—i—1 —Z—Tlo
S\\2 1) %\ g 2 9%

2 °l2 "4 4 2 ' 4) 2
T T
== (log=—1)+00
2(%2 >+ (1)
Damit ist (9.12) gleichbedeutend mit
Slog ¢ (% +iT) < logT. (9.13)

Wir wollen zeigen, dass fiir s = o + it mit o € [—1,2], [¢t| > 1 gilt, dass

¢

SOEEDY Sip—i—(’)(log]t!), (9.14)

S(s—p)l<1

und dass die Summe hochstens O(log |t|) Terme besitzt, wovon unsere gewiinschte Abschéitzung
mittels Integration von s = 2 + i7" nach s = 1/2 + T folgen wiirde. Wir beginnen indem wir
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s =2+t in (9.11) einsetzen. Hier ist die linke Seite gleichmiBig beschrénkt (iiberpriife mit
dem Euler-Produkt) und die rechte Seite ist

1 1
— 4 - log |t
;(Hﬁ_ﬁp)*m%‘ )

dank Stirling. Daher ist die Summe, und insbesondere der Realteil, ein O (log |t|). Aber jeder
Summand hat einen positiven Realteil, der groBer als 1/(4 + (t — Sp)?) ist. Unsere zwei-
te Behauptung, dass |t — Sp| < 1 fiir héchstens O (log |¢|) Nullstellen p, folgt unmittelbar.
AuBlerdem folgt, dass

> < log |t] .
S(s —p)?

Nun gilt mit (9.11)), dass

¢ ¢ N 11
g(s)—C(Q—l—zt)—Z(S_p 2+it—p>+0(1)

p

ist. Die linke Seite unterscheidet sich nun von (9.14) um ein O(1). Die rechte Seite, aufsum-
miert iiber alle Nullstellen mit |J(s — p)| < 1 ist ein O(log |¢|) von der rechten Seite von (9.14)
entfernt. Die iibrigen Terme sind

1 1
C=0) 2 Geaeraoa < 2 Seopr <l

[S(s=p)|21 IS(s=p)|21

Damit ist (9.14]) gezeigt und somit (9.13)). O

9.4 Nullstellenfreies Gebiet

Wir erinnern uns, dass
¢ Z A(n
_Z(S) - ns)

n>1

einen einfachen Pol in s = 1 mit Residuum +1 besitzt. Wenn ((s) in einem Punkt 1 + it
verschwindet, dann hat —¢’/( einen einfachen Pol mit Residuum —1 (oder —2,—3,...) an
dieser Stelle. Die Idee ist nun, wenn wir ) -, A(n)n™* fiir & > 1 konvergiert und s von rechts
1 niihert, dann unterstiitzen alle Terme den Pol mit positiven Residuum. Wenn s — 14 it von
rechts, dann werden die entsprechenden Terme mit n~* multipliziert. Damit wiirde ein Pol
mit Residuum —1 verlangen, dass fast alle Phasen n~% nahe bei —1 sind. Aber dann wiirden
in der Nihe von 1 + 2it die Phasen n~2" nahe von (—1)2 = +1 sein, und somit einen Pol
mit positiven Residuum erzeugen. Dies steht aber im Widerspruch dazu, dass ¢ keine anderen
Pole aufler s = 1 besitzt.

Satz 9.12. Es gibt eine Konstante ¢, sodass ((s) keine Nullstelle in dem Gebiet

C
>1-—
7= T W)

besitzt.
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Beweis. Die Dirichlet-Reihe c'(s) A(n)
S Z n

S
hat nur nicht-negative Koeffizienten. Daher kénnen wir Satz anwenden und erhalten fiir
o > 1 und alle reellen ~, dass

) o) o)

¢(o) ¢(o+iv) Clo+2iy) —
ist. Wir erhalten nun das gewiinschte Resultat indem wir v gegen die Ordinate einer Nullstelle
p = B+ iy von ((s) streben lassen.
Im ersten Schritt erhalten wir, dass

(o) _ 1
C(o) o—1
Danach verwenden wir die logarithmische Ableitung der Produktformel von ¢ und erhalten,

o ¢ 11 17 11
S

—2(s)=—-B+——— -1 ——=(=4+1) - - .

C(S) +5—1 20g7r+2r<2—|—> Zp:<s—p+p>

+0(1).

Wir schitzen I' mit der komplexen Stirling Formel (Satz |5.11) ab und bemerken, wie oben
im Satz von von Mangoldt, dass fiir ¢ > 1 die Realteile von p und o — p positiv sind. Dann
erhalten wir, dass

R <Ol (o> 14> 2)

und aulerdem, wenn wir den Beitrag der Nullstelle 8 + ¢y in Betracht ziehen, dass

¢ , 1
—R>(0+iy) < O(nly|) — ——.
S0+ 17) <O )) - ——
Wenn wir diese Abschitzungen nun oben einsetzen, folgt die Existenz einer positiven Kon-
stante c¢p, sodass fiir v > 2 gilt

3 4

> —c 1
o1 o3> cilnlyl,

woraus folgt, dass
1—ci(c—1)In|y|
/(e =1)) +ealn|y|

Indem wir o = 1 + (2¢; In |y|)~! setzen, erhalten wir, dass

1-p5=

1- 5>
In ||
mit cg = 7 4161. Daraus folgt der Satz, denn die Bedingung || > 2 wird unwichtig, wenn wir
den Wert von ¢ nur geniigend klein machen. O

Weitere Verschirfungen werden durch nichttriviale Abschétzungen fiir Reihen—Abschnitte
> Ny <n<Na n' erzielt. Das heute beste Ergebnis ist

C(o +it) # 0 fiir t > 10,0 > 1 — (Int)"23(Inlnt)~/3

von Vinogradov und Korobov (1958).



9.5. SCHRANKEN FUR ¢'/¢, 1/¢ UND LOG ¢ 97

9.5 Schranken fiir '/{, 1/¢ und log ¢

Der Satz[0.12) beschreibt ein holomorphes Gebiet fiir die namensgebende Funktion dieses Ab-
schnitts. Daher stellt sich natiirlicherweise die Frage nach einer Abschétzung dieser Funktion.
Zuvor bendtigen wir aber noch einen Satz aus der komplexen Analysis.

Satz 9.13 (Borel-Carathéodory). Sei F'(s) eine holomorphe Funktion auf |s| < R, sodass
F(0) = 0. Wir nehmen an, dass maxs—, RF(s) < A. Alors on a

2A |s|

&)< 5=

(Is| < R).

Beweis. Betrachten wir die Taylor-Reihe von F' im Punkt s = 0:

F(s)=> ans" (|s|<R).

n>1

Sei 0, fiir jedes n, das Argument von a,. Dann kénnen wir schreiben

RE (Rei0> = Z |an| R" cos(nb + 6,,).

n>1

Die Reihe ist absolut und gleichméfig konvergent fiir 0 < 6 < 27. Nachdem die Funktion F
holomorph ist, besitzt die Funktion RF'(s) die Mittelwertseigenschaft:

/0 T RE (Reie) a0 = 0.

Fiir n > 1 eine ganze Zahl folgt, dass
27 )
7 |an| R" = / (14 cos(nfd + 60,)) RF <Re’9) df < 27 A.
0
Wir erhalten die Behauptung indem wir mit (|s| /R)" multiplizieren und iiber n > 1 aufsum-
mieren. O

Nun sind wir in der Lage die gewiinschten Abschétzungen zu beweisen.

Satz 9.14. Es gibt eine positive Konstante C, sodass fiir [t| > 3 und o > 1 — cIn™! |t| gilt,
dass

g((j)) < Inlt, (9.15)
o <Ml (9.16)
[log {(s)] < Inln|t| + O(1). (9.17)

Beweis. Wir konnen zunéchst annehmen, dass ¢t > 0. Nach Satz gibt es eine Konstante
cmit 0 < c< %, sodass keine nicht triviale Nullstelle p = 8 + iy von ((s) mit

B <1—8c/In(|y|+2)
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existiert. Wir werden zunéchst sehen, dass dies

min?R{l—F

>0 (t>4,0>1—4c/Int 9.18
i {2+ h 20 (2002 1-e/ly (9.18)

impliziert.
Wenn |s — p| > 3 |p|, dann erhalten wir, indem wir 6 := 2|s — p| /[p| > 1 setzen, die untere
Schranke
B o—8 68/Atp—B _ oc—3/4
= = >
lo* s — ol s—pl* " ls—pl?
Wenn |s — p| < 3, dann ist [t — 4| < (|7 + 1). Daher ist |y| < 2¢ + 2 und

> 0.

f<1—-8c/In(2t+4) <1—4c/Int <o.

Damit ist die Behauptung (9.18) gezeigt.
Von der Paritalbruchzerlegung erhalten wir

¢'(s)
¢(s)

wobei K eine absolute Konstante ist.

Nun kénnen wir die erste Abschéitzung zeigen. Klarerweise konnen wir annehmen, dass
t geniigend grof ist. Sei also s = o+t eine fixe komplexe Zahl, sodasst > 5o und o > 1—¢/Int
ist. Wir setzen 7 := ¢/Int und sg := 1 + n + it. Dann erfiillt der Punkt sg + w = o’ + it’ fiir
jedes w in der Kreisscheibe |w| < 47 die Ungleichungen ¢’ > 4 und ¢’ > 1 — 4¢/Int’. Daher
kann man wie in (9.18)) schreiben

—R

< Klnt (t>4,0>1-4¢c/Int), (9.19)

!/
CjS0 W) o
C(so +w)
Daraus folgt, dass die Funktion
!/ /
F(w) := Cé(so) — CC(SO + w)

auf der Kreisscheibe |w| < 4n die Hypothesen vom Satz von Borel-Carathéodory (Satz [9.13])
mit A :=2KInt+ |¢'(s0)/((s0)| erfiillt. Nachdem |s — sg| < 27, folgt mit Satz dass

CI
Z(S)

Die Abschitzung (9.15)) folgt daraus, weil

!/

<4K1Int+3 2(50) :

<> AT =n""+0(1) < Int.

n>1

<<’<50>

Die Abschétzung (9.16) folgt trivialerweise aus (9.17). Um diese letzte Abschitzung zu zeigen,
benutzen wir (9.15) in der Form

() _ [,
1°g<<<50>>‘ o Clw) @5 solInt <1
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Damit folgt die gewiinschte Ungleichung indem wir bemerken, dass

fog ¢(s0)] = |30 A sl < SAO o gy 1

n>2 n>2

=1In(1/n)+ O(1) =Inlnt + O(1). O

9.6 Die Riemannsche Vermutung

((s) # 0 fiir Rs > 3.

Nachdem das Fermatsche Problem 1995 durch Andrew Wiles gelost wurde, ist dies vielleicht
zur Zeit die grofite Herausforderung an die Mathematiker.



100 KAPITEL 9. DIE RIEMANNSCHE ZETA-FUNKTION II



Kapitel 10

Der Primzahlsatz 11

Ahnlich wie bei Potenzreihen der k-te Koeffizient durch ein Cauchy-Integral berechnet werden
kann, ist es bei Dirichlet-Reihen ), a,n™° moglich, endliche Koeffizienten-Summen ) a,
durch Integration zu berechnen. Die technischen Einzelheiten sind hier etwas verwickelter.

10.1 Perronsche Formel

Lemma 10.1. Sei a,y, T > 0,

1 o+ s ? 0<y <l
I(y,T) = — — d dy) =45 =1;
(v.T) =5 /{HT yooound Sy) =45 y=1
1 y>1
Dann gilt
¥y min (1, 271 |lny|71) fiiry # 1,
[y, T) = 0(y)| < .
al™ firy=1.
Beweis. e y = 1. Man sieht unmittelbar, dass

1 (T at 1 (T « 1 1 (>~ du
IO =5 | vava—a)y @2 3 7l ira
-T 0 T/«

Triviale Abschitzung des letzten Integrals (1 4 u? > u?) ergibt die Behauptung.

e y>1 Sei R=(a?+ T2)%. Bezeichne W den geschlossenen Weg, bestehend aus der
Strecke S von o — i1 nach « + i7", und dem Kreisbogen K, mit Mittelpunkt s = 0 und
Radius R, von « + i7" nach links um den Nullpunkt bis a —i7". Der Integrand y®/s hat
bei s = 0 einen Pol erster Ordnung mit Residuum 1. Der Residuensatz liefert daher

1 ds
I(yT)=1— — R
(y,T) omi Vs
Das K-Integral ist
S O(+’LT S
1
— +— [ Las
slny T Iny Ji s

101
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Wegen y > 1 gilt auf K |y®| < y® (hier liegt der Grund dafiir, dass fiir y > 1 der
Kreisbogen links von der Geraden o = « gewéhlt wird, wahrend man fiir 0 < y < 1
den Kreisbogen nach rechts legt). Es ergibt sich mit der Standard—Abschétzung fiir das
Integral

o o

1 (07
Y y27rR> <2

Y
Rlny * Iny R?

Tlny'

1
Iy T) 1< = (2
2T

Dies entspricht der zweiten Alternative in der Behauptung. Die Ungleichung wird fiir y
nahe bei 1 sehr schwach.

Direkte Abschitzung des Integrals iiber K ergibt die Schranke %yo‘%QﬂR = y®. Dies
ist die erste Alternative.

e 0 <y < 1. Hier legt man den Kreisbogen nach rechts. Dementsprechend fehlt der Re-
siduen—Beitrag.
O

Satz 10.2 (Perronsche Formel). Die Reihe A(s) = 3, < ann™* sei absolut konvergent fiir
o > 1. Es werde vorausgesetzt, dass

(1) >, lan|n™7 =0 ((0' — 1)_5) fiir o > 1 mit einem 8 >0,
(2) |an| < ®(n) mit einem monoton wachsenden ®: RT — R,
(8) t>2,2<T<zundl<a<2.

Dann gilt

1 ot x® x x
— _1\y P
ng;an i) A(s)?ds +0 <T(a )77+ T‘I)(Qx) 1nx> .

Bemerkung. 1. Das Prinzip, ), ., a, durch das Integral = | A(s)Z ds zu berechnen, tritt
schon bei Riemann und zahlreichen Autoren des neunzehnten Jahrhunderts auf. Eine
korrekte Ausfithrung mit genauer Fehler-Betrachtung gab 1908 Oskar Perron.

2. Die relativ komplizierte Formulierung rithrt unter anderem daher, dafl das Integral fiir
T — oo i.a. nicht absolut konvergiert. Dieser Mangel fehlt bei der &hnlich, aber einfacher
zu beweisenden ”bewichteten Perron—Formel”

Yo (1-3) =51

’HSCC a—100

a+100 1,5

A(s)mds.

Hier muB Y~ a, (1 — 2) auf 3 a,, zuriickgeschlossen werden.

Beweis. Wegen der absoluten Konvergenz der Reihe auf der a—Vertikalen kénnen im [ A(s)z*s™1ds
Summation und Integration vertauscht werden. Bei jedem Summanden wird Lemma [10.1| mit
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y = x/n angewandt. Man erhilt also

1 a+iT

= Tm a—1T A(S)%ds
- S (o (@) re( 2 wIG)
" X o (),

Fir n < 3 ist In 7 > In 2, beziehungsweise In > > In2 fiir n > 2. Es ergibt sich

J=> an+0 Yo anl | +O 2T Y Jan|ne

n<z r—1<n<z+1 n<xz/2
-1 -1
ol Y al(E) () Jro(rt Y Jal(B) (D)
z/2<n<a—1 " " et+l<n<2z n r
+0 <a:°‘T1 Z ]an]n“>
n>2x

:Zan+E1+-~~+E5.

n<x

Nach Voraussetzung (2) ist
E, < ®(27) < %@(Zr) Inz.

Wir kénnen Fs + Es mittels Voraussetzung (1) abschétzen zu

o
ap—1 —a ap—1 _1\—B
E n :
< zT lan|n™ ¢ < 2T Ha—1)

n=1

Fir z/2 <n <z —1 ist

1nx:_1n”:_1n<1_x_n>, 7;:96_”6(0,1/2].
n T €

Mit L L
—ln(l—'y):lnl—ln(l—'y):/ t_ldtZ/ dt =~
1—v 1—v

ergibt sich wegen a < 2, dass

X
E -1 fe
3L T E lan| 2 po—
x/2<n<z—1
1 1
T 22 —— < T '29(2 -
criae) Y oertee) Y ]
z/2<n<z—1 1<k<z

< T7'2®(2z) Inz.



104 KAPITEL 10. DER PRIMZAHLSATZ I1

Analog kann E4 behandelt werden.
Die Fehler-Abschétzungen bewegen sich alle im Rahmen der Behauptung. Damit ist die Per-
ronsche Formel gezeigt. O

Gauss duBerte 1849 die Vermutung, dass m(z) durch die Funktion

Li:c:/ di (x >2)
2

Int

(Integral-Logarithmus) gut approximiert wird. Er stiitzte sich dabei auf die Primzahlen
bis 3 - 109.
Durch partielle Integration sieht man

r Todt
Int 2 2 In“t
t t 21 N -1\ |* T dt
:< - - N -1t N) > +N!/ N
Int  In°t In°t In™ ¢ 9 9 In™Vt
x x 2z (N -1z x
Inz In’z In®z ™ 2 <lnN+1:c>

fiir jedes N € N mit von N abhingiger O—-Konstanten. Die Gauss’sche Annahme hat sich
bestétigt.

10.2 Primzahlsatz mit Restglied
Satz 10.3. FEs existieren Konstanten C1,Cy > 0, sodass fiir x > 2 gilt
Y(z)=2+0 (x exp (—Cl(lnm)1/2)> )
m(x) =Liz+ O (x exp <—02(11133)1/2>) .
Bemerkung. Die angegebene Fehler-Abschéitzung ist besser als O (a: (In a:)fA) fiir jedes A > 0,
aber schwécher als O (ml_‘f) fiir jedes € > 0. Denn

zexp (—C(In x)1/2)
A

z(lnz)~ = &Xp (C(ln x)1/2> — Alnlnz).

Dies geht gegen Null fiir z — co. Analog mit O (xl_e).
Insbesondere steht damit der Primzahlsatz in der Gestalt

7(z) = z +1!95 +,..+M+O<lx>

Inz  Inx ™ 2 nVtl g

fir jedes N € N zur Verfiigung.

Beweis. Es reicht, z als hinreichend grof8 vorauszusetzten. Fiir 2 < z < zg sind die beiden
Aussagen mit geeigneten O—Konstanten sicher erfiillt. C5,Cy,... sind wieder positive, im
Prinzip numerisch angebbare Konstanten.



10.2. PRIMZAHLSATZ MIT RESTGLIED 105

Satz wird angewandt auf a, = A(n) und A(s) = —¢'(s)/((s). Da —('/¢ bei s = 1
einen Pol erster Ordnung hat, kann 8 = 1 gewidhlt werden. ®(n) = Inn. Wir wihlen 7" mit
2 < T < z am Ende giinstig. Auflerdem darf o wegen des Wachstums von x® nicht zu grof},
aber wegen des Faktors (o — 1)~! nicht zu nahe bei 1 genommen werden. Eine gute Wahl ist

1
a—l—i—m *=ex=0(z), (a—1)"'=Inz

Die Perronsche Formel liefert daher

W(z) = ;m/f: <_C<,( )) —ds+(9( In’)

Es werde vorerst angenommen, dass so wie x auch 7' numerisch grof ist (die spétere Wahl
des T' wird dies bestétigen.) Nach Satz existiert ein C3 , sodass ((o + it) # 0 fiir

0<t<T, o>01:=1—Csln"'¢

Im Bereich 3 <t < T und o1 < o < 2 gilt nach Satz

!

i(a + Zt)‘ <CyInT. (10.1)
Da ((1+7it) # 0 fiir |t| < 2, gibt es ein C5 > 0, sodass ((o +it) # 0 fiir 0 > 1 — Cs, |t| < 2.
Durch eventuelles Verkleinern des C3 kann man erreichen, dass

Clo+it) #0firo>09:=1-Celn™'T, |t|<T

und

C/

C( s)| < CyInT (10.2)

fir s=o09+it, |[t| <Tund s=0+iT, 09 <0 < a.
Fiir [t| > 2 folgt dies aus (10.I), fiir [t| < 2 verhdlt sich —¢’/¢ nahe s = 1 wie -5 +
Beschréanktes.
Sei W der Weg, bestehend aus
H1, der Strecke von o — i1 nach o9 — T,
V, der Strecke von o9 — 71" nach o9 — T,
H2, der Strecke von oy + i1 nach a + iT,

Das Integral wird nach dem Residuensatz ersetzt durch das {iber W. Dann ist die einzige
iiberschrittene isolierte Singularitét der Pol bei 1. Wegen

! S
Res (1, —i(s)i) ==z
folgt daher, dass

U(z) = </111 /HQ /><— )d +0< lnx)
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Auf Hy und Hs reicht die Standard-Abschitzung mit (10.2)

o
/ +/ <<lnT-x—<<£ln:1:.
H, Hy T T

/<<1nT-x"2/ |s| 71 |ds] .
v 1%

Auf dem Teil von V mit |t| < 1ist s=' = O (InT), das Integral hieriiber also O (InT). Der
restliche Teil lésst sich durch

Analog sieht man

T
<</ T 'dt < InT
1

abschétzen.
Zusammen ergibt dies

_ T2 x 02 12
U(z) —x—|—0<Tln ZE) —i—O(Tlnx) + O (272 In* z)
_ 2 E T2
—x—l—(’)<ln :c(T+:C ))
Man wihlt nun 7', sodass T~ = 22 wird, das heifit
rexp(—InT) = zexp(~Cglnz-In"'T), InT = C’é/z /22, T =exp (C’é/z In'/2 x) .

Fiir hinreichend grofies x ist, wie gefordert, 2 < T < x und T = T'(z) — oo mit z — oo.
Einsetzen liefert

V(z)=2z+0 (J:exp (—Cé/Q In'/? 2 + 21nlna:>)
=xz+0 (xexp (—01 In'/? ZL‘))

mit C; = %C’é/ 2 Damit ist die erste Aussage des Satzes bewiesen.
Nun wollen wir die dquivalente Abschéitzung fiir die Funktion 7 gewinnen. Es ist

Z Inp = Z Inp Z 151H$'W($1/2):O(x1/2)

pk<x,k>2 p<zl/2 2<k<lnz/Inp

nach Tschebyschow. Also folgt

O(z) =) Inp=1t(z)— >  Inp

p<z pk<z,k>2
=z+ 0O (azexp (—Cl In'/2 m)) + 0O <m1/2)
=x+0 (:cexp (—C1 1n1/2x>> )

Der Ubergang von 6 zu 7 erfolgt mittels partieller Summation

1 1 z dt
m(x) = Zlnp- m = H(x)m +/2 9(t)tln2t

p<w
x x 1
()
2 2 dt lnt

T
+0 (azexp (—Cl nl/2 g;)) + /; R(t)%,
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wobei sich R(t) durch O (t exp <—C’1 In'/2 t)) abschétzen lésst.
Das letzte Integral ist

21/2

dt m dt
; (_ 9—1/2(] 1/2) ai
/ Rt tlnt / tlnt+/1/2 exp (~Ch (Inz) t
< z'/?+ T exp (—012_1/2(ln x)l/Z)
< x exp (—Cg(ln x)1/2)
mit CQ = 01271/2.
Dies eingesetzt ergibt mittels partieller Integration
0 e (-c.02”)
/ 1nt+O xexp( Cy(Inz)
wie behauptet. ]

Das Vinogradov Korobovsche Nullstellen-freie Gebiet ergibt
Y(z) =2+ 0O (:c exp <—C1n3/5a: . (lnlnm)*l/g’)) .

Diese Abschiitzung wartet seit mehr als fiinfzig Jahren auf Verbesserung.

Der fundamentale Zusammenhang zwischen den Primzahlen und den Nullstellen der Ze-
ta—Funktion wird besonders deutlich durch sogenannte explizite Formeln, in denen Primzahl-
summen ), f(p) beziehungsweise 3, A(n)f(n) mit Nullstellensummen }_ , f(p) in Beziehung
gebracht werden. Hier das Standard—Beispiel.

Satz 10.4 (Explizige Formel fiir ¢)(x)). Fir2 <T <z gilt
Y(z) =o — Z ——l—(’)( In? x)
ps|Sp|<T p

Die p-Summe erstreckt sich tiber nichttriviale Zeta—Nullstellen. Jedes p wird gemdfs seiner
Vielfachheit gezdhlt.

Beweis. Es reicht, die Formel fiir ein 77 mit [T" — T| < 1 zu zeigen. Am Fehlerterm #ndert
sich nichts wesentliches. Nach Satz andert sich die p-Summe um O(InT') Terme. Deren
Beitrag ist
< %th < %an x.
Nach Satz existieren ein 7" mit T < T" < T + 1 und ein C7, sodass fiir alle p
196l = '] > Cr(tnT)!

gilt. Es wird wieder die Perronsche Formel auf a,, = A(n) mit a = 1+ (Inz)~! angewandt:

W(z) = ;m/j: <—C<'( )) —ds+(9< 1)
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Diesmal sei W der Weg, bestehend aus

H,, der Horizontalen von o —iT” nach —1 — 1",
V, der Vertikalen von —1 — ¢7” nach —1 + i7",
H,, der Horizontalen von —1 4 i7" nach a + iT".
Die Wahl des T" bewirkt, dass alle Punkte von W um > C13(InT)~! von allen p (und auch
von den trivialen Nullstellen) entfernt sind.
Auf das Integral wird der Residuensatz angewandt. Im Innern des Rechtecks, gebildet aus

der a—Vertikalen und W, liegen der Pol bei 1 mit Residuum z und die p mit [Sp| < T".
Die Funktion —(’/¢ hat bei einem p mit der Vielfachheit m einen Pol erster Ordnung mit

Residuum —m. Folglich ist
¢! 335> xP
Res| p,—=(s)— | = —m—.
(r-S0" :
Oder, wenn ein p der Vielfachheit m als m—Tupel einfacher Nullstellen angesehen wird,
Res(p,...) = —%. Daher

p 1 ¢z
Y(x) :x—p7(\}zp:|§T/m/)+(’)<;ln2x> t5 </H1+/V+/HQ> (—C(s)2d8> .

Zur Abschitzung von ¢’'/¢ auf Hy, V und Hs benutzt man die Partialbruchzerlegung (Glei-
chung (0.11))). Nach der Wahl des T” ist fiir s € H; und p mit [Ss — Sp| < 1 und |s — p| ™! <
CgInT. Nach Satz miissen nur O(In7") Nullstellen berticksichtigt werden, also

!

Z(s) <In*T <« In?z.

Ebenso fiir V und Hs. Der Beitrag der Integrale ist damit leicht abzuschétzen:

/ +/ <’z L
Hy Ho T

d
/<<ln231;'3171 M<<gc*11n3x<<£1n2gv.
v v sl r

Einsetzen ergibt die Behauptung. O

Die obige explizite Formel hat den Vorteil, dass man zur Herleitung des Primzahlsatzes mit
Restglied bei vorgegebenem Nullstellenfreien Gebiet ohne eine obere Abschitzung fiir |’ /(|
auskommt. Fiir den Fall, dass die Riemannsche Vermutung gilt, ist dies besonders einfach.

10.3 Primzahlsatz unter Annahme der Riemannschen Vermu-
tung

Im Fall der Richtigkeit der Riemannschen Vermutung gilt der Primzahlsatz in der Form
(1) Y(x)=z+0 (m1/21n2 :U) ,
(2) w(xr)=Liz+ O <x1/2 lnx) .
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Beweis. Zur Herleitung von (1) werde T' = z'/2 genommen (falls x > 4, ist 2 < T < z). Die
p—Summe in Satz kann abgeschétzt werden durch

o Pt <t YT T # {pin < [Sp| <n+1}
ps|Sp|<T 1<n<| T

< z1/? Z ntnn
1<n<| T

<2?m?T < 21212 2.

Dies ergibt (1). Behauptung (2) folgt wieder aus (1) durch partielle Summation. O
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Kapitel 11

Charaktere, L-Reihen und
Primzahlen in Progressionen

Bei der Suche nach Primzahlen in einer Restklasse a mod k mit (a, k) = 1 ist es naheliegend,
die erzeugende Dirichlet-Reihe ) _ a(k) A(n)n~* zu betrachten. Dies fiithrt zu Schwierigkeiten,
weil die Funktion

F) = {A(n), falls n = a(k)

0, sonst,

sonst keine simplen Faltungs—Eigenschaften aufweist. Dirichlet (1837) loste das Problem, in-
dem er die Indikatorfunktion der Restklasse a mod k als Linearkombination gewisser vollsténdig
multiplikativer Funktionen darstellte, der Charaktere.

11.1 Definitionen
Satz 11.1. Sei k € N.
(1) Es gibt genau p(k) Funktionen x: Z — C mit

(i) Ix(9)l =1 fir (g,k) =1, x(g) = 0 fir (g, k) > 1,
(ii) x ist vollstandig multiplikativ, d.h. Yg1,92: x(g192) = x(91)x(92)-
(iii) x ist k-periodisch, d.h. x(g + k) = x(g)-

Die x heifien Dirichlet- oder Restklassen-Charaktere mod k.

(2) Der Charakter xo mit xo(g) = 1, falls (g,k) = 1, xo(g) = 0 fir (g,k) > 1 heifst der
Hauptcharakter mod k.

(3) Fiir (g,k) =1 und jedes x mod k ist x(g) eine ¢(k)-te Einheitswurzel.
(4) Jede Funktion f: Z — C mit den Eigenschaften (i), (iii) und
flg) =0 fir (g,k) >1, f(g) #0 fir (g,k) =1

ist ein Charakter mod k.

111
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(5) Die Menge der Charaktere mod k wird durch

(x1-x2)(9) == x1(9) - x2(9)

zu einer abelschen Gruppe, der Charaktergruppe mod k. Dabei ist xo das neutrale Element,
zu jedem x ist X das Inverse. Die Charaktergruppe ist isomorph zur Gruppe (Z, ).

Beweis. Die Konstruktion der Charaktere wird durchsichtig, wenn man mit beliebigen end-
lichen abelschen Gruppen arbeitet. Nach dem Hauptsatz ist jede abelsche Gruppe G der
Ordnung n (dufleres direktes) Produkt von zyklischen Gruppen G, ..., G, mit erzeugenden
Elementen g; und neutralen Elementen e;, #G; = nj, n = ny ---n,. Jedem g € G ist bijektiv
ein r—Tupel

(g7", .- 97) (0<a;<n;—1)

zugeordnet. Multiplikation in G entspricht Addition der Exponenten a; mit Reduktion mod
n; in der j-ten Komponente. Kurz: G = G1 x --- x G,
Sei ¢ ein Homomorphismus von G in (C*,-). Dann induziert £ Homomorphismen §; von G;
in (C*,-) und
&(g) = (&(92))™ -~ (& (gr))" -

Wegen g;bj = e; ist (&(gj))"™ =1, d.h. die §;(g;) sind nj-te Einheitswurzeln. Jedes r—Tupel
von Einheitswurzeln (71, ...,7,) induziert einen Homomorphismus, und umgekehrt. Es gibt
also genau nj ---n, = n Homomorphismen &. Diese werden auch Gruppen—Charaktere ge-
nannt. & zu dem r—Tupel (1,...,1) heit der Hauptcharakter.
Die allgemeinen Uberlegungen werden auf G = (Z},-) angewandt.
Fiir k = p, 2 < p ist G nach dem Satz iiber Primitivwurzeln zyklisch. Sei b eine PW mod p°.
Zu jedem h € Z mit (h, k) = 1 existiert genau ein a € {0,...,p(p") — 1} mit h = b* mod p.
Allgemeiner: Sei

k:pﬁl"'pﬁra 2<p1 < <pr

mit Primitivwurzeln b; mod pf-j. Zu h € Z mit (h, k) = 1 existieren eindeutige a; € {O, .. ,@(pﬁj) — 1}
und ,
_saj ; -
h=b; modp/ (j=1,...,7).

Im Sinn des direkten Produkts also
h e~ (b, ..., b27) (E: h+ kZ).

Das Exponententupel (ai,...,a,) heifit auch das Index—System zu h (beziiglich der PW
bl, ey br)

Die Homomorphismen &: Z; — C* werden also durch r—Tupel von Einheitswurzeln (1, ..., n,)
mit 7, eine ¢ <p§j>—te EW gegeben. £(h) = nft -+ ndr.

Falls eine Zweierpotenz das k teilt, kann dhnlich vorgegangen werden.

Jeder Gruppencharakter § auf Z; induziert einen Dirichlet—Charakter, und umgekehrt:

X(h) = {ﬂh) fiir (h,k) =1,

0 sonst.

Multiplikativitdt und Periodizitidt folgen aus der Homomorphie. Wegen der k—Periodizitéit
liefert jedes x ein . Damit sind (1), (2) und (3) gesichert.
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Sei f eine Funktion wie in (4). Dann wird durch

g(h)=f(h) ((h,k)=1)

ein Homomorphismus und damit ein Charakter definiert. 3
Zur Struktur der Charaktergruppe im allgemeinen Fall. Sind £ und £ Charaktere von

GGy x - x Gy — C*

dann ist auch & - § ein solcher. Der Hauptcharakter &y spielt die Rolle des neutralen Elements.
Mit ¢ ist auch & ein Charakter, wegen £(g) - £(g) = 1 ist & invers zu £.

Seien 71, ...,n, primitive nj-te Einheitswurzeln. Jedes Einheitswurzel-r—Tupel (w1,...,w,)
148t sich als

("5 om) (0<a; <nj—1)
schreiben. Dann wird durch
g (gt 90) = e (o)
ein Isomorphismus zwischen GG und der Charaktergruppe definiert. O

Beispiele. 1. k = 5. Hier ist b = 2 Primitivwurzel, 1 =2°,2=2!,3=2% 4=22mod 5. n =1
ist primitive vierte Einheitswurzel: n° = 1, n* =14, n? = —1, > = —i. Die vier Charaktere
mod 5 entstehen dadurch, dass man b = 2 die vier moglichen n-Potenzen zuordnet. Die
Charktertafel (nur fiir (¢g,5) = 1 angegeben) lautet damit

|1 3
&:2~1 1 1 1 1
E1: 2~ 10 1 i - =1
£:2~~—-111 -1 -1 1
£3: 2~ —3 |1 —i 4 —1

2. k=12=2%.3.
Hier ist Zjy = Zo X Zg. by = 3 ist PW mod 4, by = 2 mod 3. Die Indexsysteme sind

h =1« (0,0) h=5«w (0,1)
h =7« (1,0) h=11 ew (1,1)

m = —1 und 72 = —1 sind zwei primitive EW. Die Charaktertafel lautet hier

1 5 7 1
&o: (3,2) ~ (1,1) 11 1 1
&:(3,2)~(1,-1) |1 1 -1 -1
&:(3,2) ~ (—1,1) 1 -1 1 -1
&:(3,2) ~(-1,-1) |1 -1 —i 1

Zum Gliick wird es im Folgenden i.a. nicht nétig sein, die Werte der Charaktere im einzelnen
zu kennen. Wichtig ist, was die obigen Beispiele vermuten lassen, dass in der Charaktertafel
Zeilen— und Spaltensummen (aufler der ersten) Null ergeben.
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11.2 Orthogonalitétsrelationen

Satz 11.2. (1) Sei x ein Charakter mod k.

S ) {so<k>, Jalls x = xo.

b 0, sonst,

wobei h ein volles (oder reduziertes) Restsystem mod k durchliuft.
(2) (h,k)=1.
k), falls h=1mod k,

 mod k 0, sonst,

wobei x tber die (k) Charaktere mod k liuft.

Beweis. (1) Im Fall x = xo ist die Aussage klar. Sei x # xo. Dann existiert ein g mit
(9,k) =1 und x(g) # 1. Mit h durchlduft gh ein reduziertes Restsystem mod k. Mit der
k-Periodizitat und der Multiplikativitéit von x folgt

> oxhy= > x(hg)=x(9) Y x(h).

h mod k h mod k h mod k

Wegen x(g) # 1 muss die Summe verschwinden.
(2) Sei h # 1 mod k. Dann existiert ein x; mit x1(h) # 1. Sei wie oben Z; = Z,,, X - -+ X Zy,,
E«vw(gi”,...,gg""), Ogajgnj—l,
X e (7711’1, e ,771;*) , 1; =1, nj primitiv.

Dann ist wegen h # 1 mindestens ein a; > 0, oBdA a; > 0. Es werde x; durch das
r-Tupel (n1,1,...,1) gegeben.

Xi(h) = mit 1% 10 =t S 1L

Der Rest verlduft so wie in (1). Nach der Gruppeneigenschaft der Charaktermenge durchlauft
mit x auch yix alle Charaktere mod k

dooxth)y= D> o)) =xi(h) > x(h).

x mod k x mod k x mod k

Dies bedingt, dass die Summe verschwindet.

Proposition 11.3. Sei f: N—= C, > |f(n)| < oo, (a,k) = 1. Dann gilt

> = X XX S,

n>1 L x mod k n>1
n=a mod k
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Beweis. Seiaa* =1 mod k. Dann gilt fir jedes x mod k, dass 1 = x(1) = x(aa*) = x(a)x(a*);
also x(a*) = x(a). Fiir (k,a) = 1 wird daraus

1 Y —L a*n
S T = 5 )

x mod k
B {1, falls a*n = 1 mod k,

0, sonst,

_ )1, fallsn=amodk,
B 0, sonst.

Dain ), f(n)x(n) die n mit (n,k) > 1 das Gewicht 0 erhalten, folgt die Behauptung. [

Proposition 11.4. Fiir x # xo mod k, 0 < A < B gilt

S ()| < (k).

A<n<B

Beweis. Das Intervall (A, B] wird in Teile der Lénge k und ein Reststiick zerlegt. Die Sum-
men {iber eine volle Periode verschwinden nach Satz (1), das Reststiick bring < ¢(k)
Summanden vom Betrag Eins. O

Eine mit der Riemannschen Zeta-Funktion vergleichbare Rolle spielen die Dirichlet-Reihen zu
den Charakteren.

Satz 11.5. (1) Fir jeden Charakter x mod k mit x # xo konvergiert die Reihe

L(s,x) = > _ x(n)n"*

n>1

kompakt fir o > 0 (und stellt dort eine holomorphe Funktion dar). Fir o > 1 gilt die

Produktformel
~1
ss0 =] (1-42)
ik P
(Dirichletsche L-Reihen).
(2) Die Reihe
L(s, x0) = Z Xo(n)n™*°  (x = xo mod k)

n>1

konvergiert kompakt und absolut fiir o > 1. In C gilt
1
Lisovo) =) - T (1- = ).
plk P

Beweis. (1) Sei K ein kompakter Teil von {s,o > 0}. Insbesondere ist fiir alle s € K

Rs > 6 =05(K) >0, |s|<C=C(K).
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Fiir 0 < A < B sieht man mit partieller Summation

S=S(x,4,B,s) = Z x(n)n™*

also wegen Proposition [11.4

151 < @RB™ +p(k) A= < ()€ + 1),

woraus sich die gleichméfiige Konvergenz und damit die Holomorphie von L(s, x) ergibt.

(2) Fiir o > 1 konvergieren alle L(s, x) absolut. Daher erhalten wir

L(s,0) =[] <1+ X]gf) + ng) +>

Im Fall x = xo folgt unmittelbar

L(S,XO)ZH<1plS>_1:C(S)'H(1pls>.

ptk
O

Bemerkung. Wiahrend L(s, xo) keine neuen Probleme bietet, miissen die vielen L(s, x) (x #
Xo mod k) dhnlich wie die Zeta-Funktionen neu untersucht werden. Wie im né&chsten Ab-
schnitt gezeigt wird, sind einige Ideen iibertraghar, andere miissen neu entwickelt werden. Es
sei noch erwahnt, dass die L(s, x) (x # xo) auf ganz C holomorph fortgesetzt werden kénnen
und Funktiongleichungen geniigen, in denen L(s, x) und L(1 — s,%) miteinander verkniipft
werden.

11.3 Primzahlen in Progressionen

Dirichlet konnte 1837 als erster zeigen, dass jede Restklasse a mod k mit (a, k) = 1 unendlich
viele Primzahlen enthélt. Mit Aussagen iiber die Nullstellenfreiheit der L—Funktionen, &hnlich
wie zur Zeta—Funktion in Kapitel 9, sowie dem Newmanschen Tauber—Satz ist es moglich,
relativ rasch den Primzahlsatz in Progressionen

m(x, k,a) ::#{pgx:pzamodk}:d)(lmhiv-(l—i—o(l))

zu beweisen. Die Primzahlen verteilen sich danach asymptotisch gleichméBig auf die (k)
reduzierten Restklassen mod k.
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Proposition 11.6. Fir o > 1 und (a,k) =1 gilt

> A= s X x@ (-5 600).

n>1
n=a mod k

Beweis. Wegen der vollstandigen Multiplikativitat der Charaktere hat man fiir jedes x mod k
n
() % 2 pla(dx (5) = x(m) D uld) = x(m)3s(n) = (n),
din

also nach dem Multiplikationssatz

> un)x(n Z 1,
(s,

n>1

> un)x(n)n™* = (L

n>1

X)) fiir o > 1.

Insbesondere ist L(s, x) # 0 fiir 0 > 1.
Ahnlich sieht man (A - x) * (1 - x) = xIn, also

> Am)x(n)n~* - L(s,x) = Y _x(n)Inn-n™ = —L'(s,x),

n>1 n>1

3 Am)x(mn~ =~ (s,

n>1
Aus Proposition ergibt sich fiir o > 1
1 _
Z A(n)n™* = ~ o) Z X(a ZA n)x(n)n?,
x mod n>1

n>1
n=a mod k

was zur Behauptung fiihrt. O

Im Hinblick auf die Anwendung des Tauber—Satzes sind die Singularititen der L'/L auf der
1-Geraden zu untersuchen. Nach Satz (2) gilt

II{(S Xo0) = g( )—i—?k( s)  wobei Py(s) :H (1—1>.

pS
plk

Da Py fiir ¢ > 0 holomorph und ohne Nullstellen ist, hat L'/L(s, xo) bei s einen Pol erster
Ordnung mit Residuum 1, und ist holomorph auf dem Rest der Vertikalen.

Satz 11.7. (1) Fir x mod k, x # xo ist L(s,x) holomorph und # 0 fir s =1+ it, t € R.

(2) Die Funktion L(s,xo) hat bei s = 1 einen Pol erster Ordnung mit Residuum 1 und ist
holomorph und # 0 fir s =1+ 1it, t € R\ {0}.
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Beweis. (1) Es wird sich herausstellen, dass die de la Vallée-Poussin-Methode aus Satz
auf die L-Reihen iibertragbar ist, bis auf den Fall

X # X0, X° = Xo (d.h. reelwertig), ¢ = 0.

Fiir o > 1 sieht man

L L L
R (37 (0xa) 440 +it0 + o+ 20007 )

L L
== > n7AMR B3+ ()" + x P (n)n )
(nk)=1 (11.1)
=— Z n 7A(n) (34 4cosp, +cos2p,)  (p, =argx(n) —tlnn)
(n,k)=1

<0.

Im Fall ¢ # 0 verlduft die Argumentation wie frither. Habe L(s, x) bei 1+ it eine m-fache
Nullstelle, L(s,x?) bei 2 + it eine pu-fache (u € Np). Dann verhiilt sich fiir o — 17

/ / /

3f(0,X0) +4f(a+it,x) - f(o—i-Qit,Xz) (11.2)

wie —-3- + 4m 4 L 4 Beschréinktes. Dies fiihrt zum Widerspruch zu (I1.1).

Im Fall t = 0, x # X0, x> # Xo ist L(s, x?) bei s = 1 holomorph und kann hochstens eine
p-fache Nullstelle haben. Hier kann wie oben argumentiert werden.

Im Fall t = 0, x # X0, X> = X0 ist L(s,x?) bei s = 1 einen Pol. Wir kénnen (11.2)) durch

3 4
— + m + a + Beschrénktes
c—1 oc-1 o0-1

beschrieben. Jetzt kann man hieraus nur noch schlieflen, dass L(s, x) bei s = 1 keinen
mehrfache Nullstelle hat.

(2) Zu der Aussage
L(1,x) #0 fir x# x0.x*=xo

gibt es zahlreiche Beweise. Am durchsichtigsten ist wohl der mit Hilfe des Landauschen
Satzes

Es werde L(1, x) = 0 angenommen. Dann ist

holomorph fiir ¢ > 0.
Fiir 0 > 0 gilt
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f ist multiplikativ und > 0, denn

L, plk
v (+1, ptk,x(p) =1,
fe) = >0 () = -
0<v<l L, p1k,x(p) =—1,£=0mod 2,
0, ptk,x(p)=—1,£=1mod 2.
Insbesondere ist
f(m2) > 1.

Die Reihe fiir F' ist bei s = 1/2 divergent, d.h. die Konvergenzabszisse o zu F' ist > 1/2.

Nach dem Satz von Landau (Satz , der auf F' anwendbar ist, hat F' eine Singularitét
bei 0g, was aber der Holomorphie widerspricht.
O

Satz 11.8 (Primzahlsatz in Progressionen). Fir (k,a) =1 gilt

(1) Ola,ka)= > A<n>=ﬁ-<1+om>,

) w(x,k,a):#{pgx:pzamodk}:(p(lk)hip-(l—l—o(l)).

n<z,n=a mod k

Die von o(1) induzierten Funktionen konnen von k und a abhdingen.

Da der Beweis mit Hilfe des Newmanschen Tauber-Satzes wie beim gewthnlichen Primzahl-
satz verlduft, reichen ein paar Hinweise. Es kam dort darauf an, dass

> A~ - -t

holomorph auf die Gerade {s,o = 1} fortsetzbar ist.
Nach Proposition und Satz trifft dies auch auf

Lo
) GICESY

n=a mod k

zu. Denn allein der Hauptcharakter xq liefert in Proposition |[11.6]einen Pol-Beitrag.

Bemerkung. Wie oben kann fiir jede L-Funktion ein Nullstellenfreies Gebiet hergeleitet wer-
den. Dementsprechend beweist man

w(x, kya) = 9([;(1]{:::) +0 (ac exp (—C@)) ,

wobei die O-Konstante und C' von k abhédngen kann.

Die fiir viele Anwendungen wichtige Frage nach Gleichméfigkeit der Fehler-Abschétzung in
Bezug auf £ und a wird im néchsten Kapitel verfolgt.
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11.4 Verallgemeinerte oder Grofle Riemannsche Vermutung
(GRV)

Sei L(s, x) die L-Reihe zu einem Dirichlet—Charakter x mod k. Dann haben alle Nullstellen
p von L(s,x) im Streifen 0 < o0 < 1 den Realteil % Bislang ist kein Gegenbeispiel bekannt.
Ein Beweis der Vermutung fiir {(s) muf nicht unbedingt einen Beweis der allgemeinen Form
nach sich ziehen. Zum Beispiel ist es kein Problem, ((o) # 0 fiir 0 < ¢ < 1 zu zeigen,
wahrend nach dem bisherigen Wissen reelle Nullstellen nahe bei s = 1 fiir L-Reihen mit
reellen Charakteren nicht ausgeschlossen werden kénnen (s. Kapitel 12, Satz von Siegel).
Ahnlich wie die gewShnliche RV den Primzahlsatz in der Form

m(x) =Liz+ O (x% lna:)
liefert, bedingt die GRV den Primzahlsatz in Progressionen
Liz
(k)

Es gibt zahlreiche andere Konsequenzen der RV. Hier soll eine diskutiert werden, die sich
auf die aktuelle Frage nach schnellen Primzahltests bezieht. Fiir eine ungerade Primzahl

m(x, k,a) = +0 (:c% ln:v) (k <z, (ka)=1).

a

p bezeichne ny(p) das kleinste a € {1,...,p — 1} mit (];

Nicht-Rest mod p). Man sieht sofort, dass na(p) selbst Primzahl ist. Aus Zﬁ;i (%) =0

) = —1 (kleinster quadratischer

ergibt sich ny(p) < % ist. Die Pélya—Vinogradovsche Ungleichung
a 1

> () <pilnp (1<z<p)

1<a<z p

148t auf .
na(p) < p*> ¢ Pt fiir jedes £ >0

schlieBen. Der beste heutige Wert ist

na(p) < pt ¢ re

von D. Burgess (1957). Die GRV fiir den Charakter (5> verschérft dies zu

na(p) < Inp.



Kapitel 12

Der Satz von Siegel-Wallfisz

Bei der Herleitung des Primzahlsatzes in Progressionen
Liz
(k)

wurde bislang nicht auf die Abhéngigkeit des Fehler—Terms von k£ geachtet. In Anwendungen,
so zum Beispiel beim Goldbachschen Problem, kommt es vielfach auf GleichméBigkeit der
Fehler—Abschéitzung in einem weiten k—Bereich an.

Wie steht es damit, wenn die verallgemeinerte Riemannsche Vermutung vorausgesetzt wird?
In diesem Fall lésst sich

(x, k,a) = (I4+0(1)) (x— o0)

Liz
(k)
mit universeller O-Konstante zeigen. Wegen Liz = z/Inx - (1 4+ o(1)) ist

m(x, k,a) = +0 (m% In :L‘)

1 Liz In?z Liz 1 . 1. _3
r2lnz < — < — fir E<zzln’=z.
@ T3 o(k)Inz

o5 110(35)

,»gleichméafig” fir k < 23 In~3 z, (a,k) = 1.

Ziel des Kapitels ist eine solche GleichméfBigkeitsaussage ohne Annahme unbewiesener Hypo-
thesen. Der k—Bereich wird wesentlich kleiner ausfallen.

Zur Einfiihrung des néchsten Begriffes einige Beispiele:

Dies bewirkt

1. Der Hauptcharakter yo mod k (k > 1) entsteht durch Einschrénkung des Hauptcharakters
mod 1 auf die Menge {g, (g, k) = 1}. Umgekehrt liefert xo mod 1 durch Einschrianken (und
Einfithren von Null-Werten) alle Charaktere yo mod k.

2. Der durch das Legendre-Symbol modp (p > 2) definierte Charakter x # xo mod p kann
fiir jedes k mit p | k durch

) falls (g,k) =1,
x(9) = {(p)
0 sonst

zu einem Charakter modk veriandert werden.

121
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Satz 12.1. (1) Sei x # xo ein Charakter modk. Dann gibt es eindeutig ein ki mit

ki | k und
ky ist die kiirzeste Periode von x, eingeschrinkt auf {g, (g,k) = 1}

(2) Falls in (1) k1 = k gilt, heifit x primitiver Charakter.

(3) Zu jedem Charakter x # xo mod k gibt es eindeutig ein ki | k und einen primitiven
Charakter x1 mod ki , sodass

x(9) =xa(g) fir (g,k)=1.

Man sagt: x wird erzeugt vom primitiven Charakter x1 mod ki. ky heifst der Erkldrungsmodul
zum Charakter x mod k.

Bemerkung. (1) Der Charakter yp mod 1 wird nicht zu den primitiven Charakteren gezihlt,
obwohl er im Sinn von (3) alle xo mod k erzeugt.

(2) Werde x mod k von x1 mod k1 (k1 | k) erzeugt. Dann gilt fiir o > 0
L(87X):L(87X1) H <1_X1(sp)>
plkpik: b

Beweis von Satz[I2.1. Sei k1 < k die kleinste natiirliche Zahl, fiir die x auf {g, (g,k) = 1}
k1-periodisch ist, d.h.

0, falls (g + aki,k) > 1,

+aky) =
x(g +aky) {x(g), falls (g + aky, k) = 1.

Es wird k1 | k gezeigt. Mit passenden a,b € Z lésst sich (k, k1) = ak + bk; schreiben. Im Fall
(9+ (k, k1), k) =1 folgt mit der k— und k;—Periodizitit

X (g + (k, k1)) = x (g + ak + bk1) = x (9 + bk1) = Xx(9)-

(k, k1) ist somit auch Periode, d.h. k; < (k, k1), also k1 = (k, k1), k1 | k. Damit ist (1) gezeigt.
Sei wie in (1) k1 (mit k; | k) die kleinste Periode von x auf {g,(g,k) = 1}. Es muss ein
primitiver Charakter x; mod k; gefunden werden, der y erzeugt. Dazu muss

_ Jx(g) fir (g,k) =1
xalg) = {() fiir (g, k1) > 1

sein.
Es fehlen noch die Werte von y; fiir die g mit (g,k) > 1 und (g,k1) = 1. Diese Menge ist
nichtleer, wenn k einen Primteiler enthélt, der in k; nicht vorkommt. Falls es ¢t € Z gibt mit
(g +tk1,k) =1, kann x1(g) = x(g + tk1) gesetzt werden. Auf die Wahl des ¢ kommt es nicht
an, da x auf {h, (h,k) =1} kj—periodisch ist.
Wir kénnen

t= H D

P\kypj(k‘lg

nehmen. Es reicht ¢t g + tk; fiir alle ¢ mit ¢ | k einzusehen.
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1. Fall: ¢ | k1. Aus q | g + tk; folgt g | g, was wegen (g, k1) = 1 nicht sein kann.

2. Fall: gt k1, q | k, q| g. Aus q | g+ tk; folgt q | tky , ¢ | t. Dies ist nach der Definition
von t ausgeschlossen.

3. Fall: g | k1, q| k, gtg. Dann ist ¢ | t und aus ¢ | g + tk; folgte ¢ | g.

Nachdem i ki—periodisch definiert ist, ist auch die vollstdndige Multiplikativitit gegeben.
Somit ist y1 ein Charakter mod k1. Da ki minimale Periode war, ist —aufler im Fall k; = 1 und
x1 = 1—x1 primitiver Charakter mod k1. Aus x1 = 1 folgt x = x1 mod k, was ausgeschlossen
war. O

So wie beim Beweis der Nullstellenfreiheit der L(s, x) auf der 1-Vertikalen der Fall

X#Xﬁv XQ#X07 t=20

gesondert betrachtet werden mufite, ist auch beim Herleiten Nullstellenfreier Gebiete links
von o = 1 dieser Fall problematisch. Bis heute kénnen reelle Nullstellen (Siegel-Nullstellen),
die mit wachsendem Modul rasch an die Eins heranriicken, nicht ausgeschlossen werden. Das
folgende Ergebnis stellt seit iiber 70 Jahren die beste Aussage zu diesem Problem dar.

Satz 12.2 (Siegel (1935)). Sei x # xo ein reellwertiger Charakter modk, € > 0.

(1) Es existiert ein C,(¢), sodass
L(1,x) > C1k~®.

(2) Es existieren Ca(c) und Cs(¢), sodass

Cs

r 5 2 N
‘L(s,x)‘gCgksln k  fir 1—m_0_ ,

Insbesondere ist dort L(s,x) # 0.

Bemerkung. 1. Aus dem folgenden Beweis kann keine effektive Abhiingigkeit der C' von e ent-
nommen werden (z.B. C; < 100 ). Genauso ist es mit allen anderen bis heute bekannten
Zugéingen. Will man mit numerisch angebbaren Konstanten rechnen, muss man sich mit
der schwicheren Ungleichung

L(1,x) > Ck™*
(und entsprechend o > 1 — Ck 2ln2 k) zufrieden geben.

2. Es reicht in (1), primitive y zu betrachten. Es werde x vom primitiven x* mod k* (1 <
k*,k* | k) erzeugt und dementsprechend gelte

L(s,x) = L(s.x") [ (1 - X*(p)> .

S
plk,ptk* b
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Es sei (1) schon fiir x* gezeigt und werde mit £/2 benutzt. Mit der Formel >° =
Inlnx + O(1) sieht man

T (-3) =10 )
2T (1) oo (Zm(1-])

p<k p<k
Dy

1 1
= exp —E —|——1—---> >exp(—Inlnk —Dp) = —
p<k(p 2p? ( g Ink

mit positivem, numerisch angebbarem Ds. Es folgt

% D2 ~ e —-£ DQ
L0 2 L) 2 O (5) b
~ IS _ € DQ = _
s > €
Ch<2>k g = OERT

wobei T} eventuell etwas kleiner ist als Cy.

Bei der Herleitung von (2) wird die Primitivitéit nicht benutzt werden.

Beweis. Beweis zu (1) fiir primitive y nach Theodor Estermann (1902-1991). Die Argumen-
tation ist eine hochst raffinierte Verschirfung des Beweises zu L(1, x) # 0 aus Kapitel 11.
Seien x1 mod ki und x2 mod ky verschiedene, primitive (also # xo mod k;), reellwertige Cha-
raktere. Dann ist x1x2 # xo mod k1ko. Denn x1x2 = xo bewirkt x1 = x2 mod kiky. Dann
folgt wie im Beweis zu Satz (1), dass k1ka, k1, ko und (k1, k2) Periode auf {g, (g, k1k2) = 1}
sind. Die Primitivitdt bewirkt k1 = ko, x1 = x2, was ausgeschlossen war. Somit ist

F(s) = F(s,x1,x2) 7= ((s) L(s, x1)L(s, x2) L (s, x1x2)

holomorph in {s,o > 0,s # 1} und hat bei s = 1 einen Pol erster Ordnung mit Residuum

A= L(1,x1)L(1, x2) L(1, x1x2) € R. (12.1)
Es gilt
1 Cl)\ 8(1—0’) .. 7
25— =< : :
F(o) > 51 U(k1k2) fiir gso<l1 (12.2)

Beweis von (12.2]). Der Multiplikationssatz liefert fiir Rs > 1

Fls) =Y flopn

mit multiplikativem f = 1 % x1x2 * X1X2, wobei

f(pé) — Z Xl(py2+y4)X2(pV3+V4)'

0<wvi,...,ua <l
vi+etug=~L
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f hat die wichtige Eigenschaft
Vn: f(n) > 0. (12.3)

Dazu reicht es, f(p) zu betrachten. Im Fall x(p1) = x(p2) = —1 hat man

)= Y (e
0<vy,...,ua <l
Vi+-+tra

= > (D)Ug+1)(t—g+1):=S(0).

0<g<t
Fiir ungerade £ ist
25(6) = Y (g + D —g+1) (-1 +(-1)) =0,
0<g<e

fiir 0 < ¢ = 20 + 2 folgt
SO =8C-1)+ > (=1)%g+1)+(-1)(L+1)=0.
0<g<e-1

In den iibrigen Fallen geht man &hnlich bzw. wesentlich einfacher vor.
F kann um sg = 2 in eine Potenzreihe vom Konvergenzradius 1 (wegen des Pols bei s = 1)
entwickelt werden.

F(s)=Y a(2-5)", [2—s/<1 (12.4)
v=0
mit
Yvia, >0, ag=F(2)> f(1)=1. (12.5)
Denn

) —1) n)In”n
O[V:(—l)VF (2) ( 1) Z(_l)V&ZO

v v n?
n>1

wegen ([12.3)). Die Ungleichung fiir «g sieht man ebenfalls mit (12.3)). F(s)— ST)‘I ist holomorph
im Kreis {s: |s —2| < 2} , daher ergibt (12.4) (zunéchst fiir |s — 2| < 1, dann mit dem
Identitétssatz)

Fls) — 2 =S (- N2 -9 (s—2/<2). (12.6)
v=0

s—1

Mit der Ungleichung

> x(n)| <e(k) (x=xmodk)
A<n<B

sieht man durch partielle Summation, wie schon mehrfach,

|L(s,x;)| < Cokj (5 =1,2),|L(s,x1x2)| < Cokiks
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fiir |s — 2| < 3, also

A < Cskiks.
Mit |((s)| < Cy fiir |s — 2| = 2 ergibt dies

A

S —

1‘ < Csk3k3 fir |s—2| = g (12.7)

’F(S) -

Fiir die Koeffizienten a,, — A der Potenzreihe (12.6) liefert die Cauchysche Formel daher die
Ungleichungen

2 v
oy, — A < Cok?k3 <3) : (12.8)

Sei nun £ < o < 1. Mit noch zu wéhlendem N = N (k1, k2) folgt aus (12-8)

S oy~ A2 0) < Cek2i2 Y @) (Z)V

v>N v>N

N
< Crkik3 (i) < CrkPkde N4,

Wegen ((12.5)) ergibt dies mit ((12.6)
A
F(o) — > Y (= N2—0) = Crkikze N
Osv=N-1 (12.9)
-1
— Crk3k3e™ N/,

Es werde — OBdA — C% > 1 angenommen. Dann kann NV so bestimmt werden, dass

1 1
5e*1/4 < CrkPkie N < 3 (12.10)

erfiillt ist. Insbesondere gilt N < 81In(k1k2) + Cs und
2—0)N =exp (NIn(1 + (1 —0))) < exp (N(1 — 0)) < Co(k1ky)30~9). (12.11)

(12.9) und (12.11)) fithren zu

1 1 A
Flo)>1-C (kiks)*(177) — = = = — Gy _ g(kjk:z)B(l_g),

l1—0

wie in (12.2) behauptet. O
Es soll nun aus ([12.2)) die Ungleichung in (1) hergeleitet werden. Dazu sei € > 0 vorgegeben.

1. Fall: Es existiert ein k; und ein primitives x1 mod k; mit x1 # X0, X3 = xo und
L(o1,x1) =0 fiir ein 07 = 01(¢) € (1 —¢/16,1). (12.12)
Dann werde F' mit diesem y; definiert. Es gilt

F(o1) = F(o1,x1,Xx2) = 0 fiir jedes zulédssige x2 (12.13)
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2. Fall: Es existiere kein x1 der obigen Art. Man halte ein k1, ein x1 mod k1 mit x1 # X0,
X3 = xo fest. Wegen

L(o,x1), L(o, x2), L(o, x1x2) — 1 fiir 0 — o0,
der Reellwertigkeit und dem Nicht—Verschwinden bei o > 1 — /16 ist
L(o,x1)L(o, x2)L(o, x1x2) > 0 fir o € (1 —¢/16,1).

Da ((o) beim Durchqueren des Pols das Vorzeichen wechselt, ldsst sich ein o7 = 01(¢) €
(1 —¢/16,1) finden mit

F(o1) < 0 fur alle zuléssigen xa. (12.14)

Aus (12.2) ergibt sich in allen Féllen — bei festem o1 (¢), x1 mod k; und beliebigem x2 mod ks
mit ko > ky -

k1ko)31=0) > Z — F(oy) > .
1_01(12) > 5= Flo) 25
beziehungsweise
A > Cro(1 — o) (ko) 8071, (12.15)
Wegen

L(1,x1)L(1,x1x2) < C11Inky - In(kiks) < Cy(e) Inky
sieht man mit (12.15)) und (12.1))

L(1, x2) > Cs(e)ky "7 (In ky) !
> Csky ™ (Inkz) ™! > Coky®.

Dies ist richtig fiir alle zuléssigen xo mit ko > k1(g). Durch eventuelle Verkleinerung des Ce
kann die Ungleichung fiir alle ko erreicht werden. Damit ist (1), der entscheidende Teil des
Siegelschen Satzes, fiir primitive x(= x2) gezeigt.

Die Herleitung von (2) aus (1) nahe bei o = 0 ist relativ einfach. Es existieren C7(g) und
Cs(¢), sodass

L 5 ~
L(s,x)' < CrkfIn’k fir |t|, |o—1] < Cgk™*In"2k. (12.16)

Man hat

|L'(s,x)| < C12In*k, (12.17)

also mit geniigend kleinem Cs,

[ pieoas
1
(1,X) - ‘S - 1| 012 1112 k

5 . 1 -~
> k™% — CsCak™ ¢ > 501]678.
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Mit (|12.17)) folgt daraus ((12.16f). Im restlichen Bereich kann wieder die de la Vallée—Poussin—Idee

benutzt werden. Ein paar Hinweise mogen ausreichen.
Fir o > 1, [t| <1 ist

1 < Lo, x0) |L*(o +it, X)| |[L(o + 2it, x0)| < |L*(o + it, x)| L* (o, x0),

also

. 1\~
IL(o +it,x)| > Cis(c = 1) [ | (1 — pa> > Cy3(0 — 1).
plk
Fir 2 > o0 > 1+ Cgk=¢1In"2k ist (2) hieraus direkt ablesbar, fiir |0 — 1| > Cgk~<In"2k,
Csk™%In"2k < |t| < 1 kann wieder mit Hilfe von L'(s, ) argumentiert werden. O

Fiir den Beweis des Primzahlsatzes in Progressionen mit Hilfe der Perron—Formel ist wieder ein
Nullstellenfreies Gebiet links von o = 1 erforderlich. Da die Argumentation wie bei Satz
verlduft, kann hier auf die Herleitung verzichtet werden. Wichtig ist, dass die auftretenden
Konstanten nicht von k£ abhingen.

Satz 12.3. Es existieren universelle, positive Konstanten Ciy,...,C17 mit folgenden Eigen-
schaften

(1) Fir2>oc>1-Cyy (> 1) und |t| <1 gilt

L 1
f(s7 XO) +

s —

1‘§C15lnk (xo =x0 mod k).

(2) Fir x mod k, x # x0, x*> # xo und
2> 0 >1- Cye (In(k(|t] +2))) "
gilt

Lo it| < Cor mth+ 2.

(3) Fiir x mod k, (x # Xo, x> = Xxo0) oder x = Xo gilt die Ungleichung (2) im Bereich
2>0>1- O (In(k(jt| +2))7", [t > 1.

Der einzige Bereich, in dem aufgepasst werden muss, ist also der fiir x # xo, x> = Xo in Satz
[12.2 angegebene. Hier wird das Nullstellenfreie Rechteck nahe bei s = 1 mit wachsendem k
moglicherweise sehr rasch schméler als das fiir die anderen (03(6)]6_5 In~2 k ist fiir grofie k
wesentlich kleiner als Cygln~1 k).

Es stehen nun die analytischen Hilfsmittel zur Verfiigung, mit denen ohne neue Schwierigkei-
ten das Hauptergebnis gezeigt werden kann.

Satz 12.4 (Satz von Siegel-Walfisz (Arnold W., 1892-1962)). Zu jedem A > 0 existieren von
A abhingige Konstanten Dy und Dy , sodass fir x > 2, k < (Inz)? und (k,a) = 1 gilt

}1#(33, k,a) — Séfk)‘ < Doxexp (—Dl lnx)
Liz
m(x, kya) — o0

< Doz exp (—D1 \/ﬁ)
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Bemerkung. Wéhrend unter Annahme der verallgemeinerten RV der Fehler in (z,k,a)
gleichméflig in k£ und a mit k bis kurz vor 3 abgeschitzt werden kann, wird hier nur
GleichmiBigkeit bis & < (Inz)4 erreicht. Man kann A zwar beliebig grof wihlen, aber die
O-Konstante Do hiangt in bislang nicht effektiv angebbarer Weise von A ab.

Man kann zeigen, dass es zu jedem Modul k hochstens einen reellen Charakter ¥ und dazu
héchstens eine reelle Nullstelle 8 mit 1 — % < 8 < 1 (¢ > 0, angebbar) existiert. Diese
”Siegelsche Ausnahme—-Nullstelle” hat aulerdem die Eigenschaft, dass im Fall ihrer Existenz
keine weiteren Nullstellen zu Charakteren y mod k "nahe bei o = 17 liegen. Aus der expliziten
Formel fiir ¢(z, k,a) kann man schliefen

x x(a) z?
Y(x, kya) = — — — + Rest.
o(k) (k) B
Im Fall Y(a) = 1 kann der 2%~ Term den Hauptterm nahezu ausléschen, wihrend bei ¥(a) =
—1 der Hauptterm nahezu verdoppelt wird. Dazu darf  im Vergleich zu k nicht zu grof sein.

Zum Beweis von Satz[12.] Hierzu wird an die Herleitung von Satz [10.3] erinnert. Wie dort
soll mit 7" = exp(DsVInx) gearbeitet werden. Damit fiir alle Charaktere zu einem Modul
k < (Inz)? im Bereich

1-Ciy(InT) ' <o<2, [t|<T (12.18)
keine Nullstelle von L(s, x) auftritt, muss
1—Cigln N (B(T+2) <1 —Ci7(InT)"! gemiB Satz (2) (12.19)
und
1-C3kIn?k <1—Cy7(InT)~! gemiB Satz (2) (12.20)

abgesichert werden. ) 3 _,
Zu (12.20): Mit einem Cs3 gilt C3k—1In~2k > C5 k2. Damit ist (12.20) gewihrleistet, wenn
C~'3,k:_28 > Cy7In~ ! T stimmt, was

1/2e

~ 1/2 ~
k< (lnT)l/Ze <03/ny1> /2e _ D§/2E (03/0;71> (lnl')l/4€

entspricht. Wenn A vorgegeben ist, wihlt man somit ¢ = 1/(4A4), sowie D3 = D3(A) geméf
~ 1/2e

D;/QE (03/01_71> = 1. Bedingung (12.19) ist fiir ¥ < (Inz)? und das obige T bei richtiger

Wahl des C7 offenbar erfiillt. Damit ist (12.18) gesichert. Dort gilt

/
’LL(S,X)’ < Cig(InT) < Dy(Inz)'/?

(mit der naheliegenden Modifikation fiir x = x¢). Wieder muss bedacht werden, dass Dy in
nicht effektiv angebbarer Weise von A abhéingt. Der Rest des Beweises verlduft so wie der zu
Satz mit der Perronschen Formel, angewandt auf

2 @

O]

Man iiberzeugt sich, dass auch bei bescheidenerem Fehlerterm fiir ¢ (z, k,a) zum Beispiel

(@] <$>, der GleichmiBigeitsbereich k < (Inz)4 nicht erweitert werden kann.
p(k)Inz
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Kapitel 13

Einleitung

13.1 Das Sieb von Eratosthenes

Das Inklusions-Exklusions-Prinzip oder die Inversionsformel von Mébius erlauben es uns theo-
retisch 7(x) auszurechnen. Fiir 2 geniigend grofi und

P—Hp,

ist eine notwendige und hinreichende Bedingung, dass eine ganze Zahl n, mit \/z < n < z,
eine Primzahl ist, dass (n, P) = 1. Daher kénnen wir schreiben, dass

m(0) =7 (Vo) +1= 38 P) = Y ud) | 7] (13.1)

n<z d|P

Wenn wir nun versuchen, |z/d| mittels z/d + O(1) abzuschétzen, erhalten wir
r(z) — 7(v3) + 1= H <1_)+o(2wm)

Mit der Formel von Mertens ist der Hauptterm dieser Abschiitzung gleich {2e=7 4+ o(1)} z/ In z,
aber der Fehlerterm wird durch die Abschéatzungen von Teschebyschev grofler als jede Potenz
von .

Dazu miissen wir zwei Dinge anmerken. Auf der einen Seite beinhaltet die exakte Formel
(13.1)) - genannt Sieb des Eratosthenes - zuviele Terme um von praktischer Bedeutung zu sein.
Andererseits zeigt die Abschitzung des Hauptterms a posteriori, wenn man den Primzahlsatz
bedenkt, dass der ”Fehlerterm”, der durch das Ersetzen von |x/d| mittels x/d entsteht,
dieselbe Ordnung besitzt wie der Hauptterm. Damit erhalten wir, dass, selbst wenn wir das
Sieb geeignet anpassen, wir keine Moglichkeit erhalten, den Primzahlsatz zu beweisen.

Um ein nicht-triviales Resultat aus der Formel zu erhalten, miissen wir einen weiteren
Parameter y, mit 1 < y < z, einfithren und dann 7(z) — 7(y) + 1 durch die Anzahl der ganzen
Zahlen n kleiner als x, die keinen Primteiler < y besitzen, abzuschétzen. Wir erhalten mit
derselben Rechnung

w)gmH <1—1) —|—(9(2y):me’yl:l_yo(l)+(’)(2y)§ {e"+0(1)} ’

Inl
o<y P nlnhz

133
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fiir eine optimale Wahl von y = In x.
Dieses zweite Resultat ist auch der Ausgangspunkt fiir die Optimierungen dieser Methode, die
vom norwegischen Mathematiker Viggo Brun in den Jahren 1917 bis 1924 entwickelt wurden.

13.2 Das kombinatorische Sieb von Brun
Das Sieb des Eratosthenes basiert auf der Gleichung
pwxl=4.
Die Idee von Brun besteht darin, zwei Hilfsfunktionen w1 und po einzufithren, sodass
w1 x1 <o < poxl (13.2)

und geniigend Ausléschung der Terme in einer zu ((13.1) analogen Formel zu bekommen.
Die erste Wahl von Brun, die in der Literatur oft ,das reine Sieb von Brun“ genannt wird,
ist die folgende.

Satz 13.1 (Brun). Bezeichnen wir mit x; die Indikatorfunktion der Menge aller ganzen
Zahlen n, sodass w(n) < t. Dann erfillen, fiir jede positive ganze Zahl h, die Funktionen

pi(n) == p(n)xonte—i(n) (i =1,2) (13.3)

die Ungleichnungen (13.2)).

Beweis. Nachdem p;*1(n) nur vom quadratfreien Teil von n abhiingt, geniigt der Fall pu(n)? =
1. Wenn w(n) = k, dann besitzt n fiir jedes 7, 0 < r < k, genau (ﬁ) Teiler d, sodass w(d) = r.
Wir kénnen daher fiir jedes ¢ > 0 schreiben

a1 = 3 ud) =1 (F) = ("),

din r<t
w(d)<t

wobei die letzte Gleichung leicht mittels Induktion nach ¢ folgt.

Korollar 13.2. Sei A eine endliche Teilmenge der positiven ganzen Zahlen und P eine Menge
von Primzahlen. Wir setzen

Aj:=#{a e A: a=0mod d},
P(y) := H p und

pEP,p<y

S(A,P,y) :=#{a € A: (a,P(y)) = 1}.

Dann gilt fiir jedes ganze h > 0,

> wdAg<SAPY) < Y p(d)A (13.4)

d|P(y) d|P(y)
w(d)<2h+1 w(d)<2h
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Schauen wir uns nun an, wie dieses Resultat unsere obere Abschitzung fiir 7(z) erheblich
gegeniiber dem Sieb des Eratosthenes verbessert.

Wir wéhlen nun im obigen Korollar A = {n: n < z} und P = PP, die Menge der Primzahlen.
Dann folgt

)< Y ud) |5 +y=a Y Lm g+ 31

dlcf(<y2)h d|dp<2h dg)(<y2h
w(d)< (d)< (d)< (13.5)
—xH(l—)—i—O Y+ Z 14z Z
p<y d|P(y d|P(y
(d)<2h (d)>2h

Der zweite der drei Fehlerterme ist nicht grofer als y?", weil diese GroBe alle ganzen Zahlen
d mit d | P(y) und w(d) < 2h abschétzt. Die Summe iiber d im dritten Term ldsst sich, fiir
jeden Parameter v > 1, durch

w(d)

Z — = _QhH<1+ >§exp —2hlnu—1—uz1

d|P(y) p<y P<y

abschétzen. Fiir die optimale Wahl uw = 2h/ > L erhilt man, dass diese GroBe

p<yP
<y (In y) -

ist, wobei wir v = wlnwu — u gesetzte haben. Fiir v > 5 haben wir v > 3. Es ist leicht
einzusehen, dass es, fiir y geniigend grof}, ein u = u(y) gibt, mit 5 < u < 6, sodass

p<y
ganz ist. Unter diesen Umsténden erhalten wir, fiir  geniigend gro8,

y2h < y61nlny+0(1) 2/3

< 2%

sobald
y < xl/(l()lnln:c) — Y(.%')

Indem wir alle obigen Abschitzungen zusammenfiihren, erhalten wir fiir die Wahl y = Y'(z),

zlnlnx

m(r) <

Inx

Zwar schlechter als die Schranken von Tschebyschow, aber trotzdem ist diese Resultat wegen
der groflen Allgemeinheit der Argumente bemerkenswert. O
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13.3 Anwendungen

Wir illustrieren hier die Resultate des vorigen Abschnitts anhand des Satzes von Brun fiir
Primzahlzwillinge.
Es ist klar, dass die Differenz zweier ungrader Primzahlen immer zumindest 2 betragen muss.
Sobald diese Differenz gleich 2 ist, nennen wir die zugehorigen Primzahlen Zwillinge, so zum
Beispiel {3,5}, {5, 7}, {11,13}, {17,19}, {29, 31} usw. Eine sehr bekannte Vermutung besagt,
dass es unendlich viele dieser Primzahlzwillinge gibt.
Wir setzen

J =A{p:p+2ist prim} und J(z):=|TNI[L,z].

Basierend auf einem analytischen Ansatz und unter Zuhilfenahme heuristischer Verteilungen,
vermuteten Hardy und Littlewood (1922), dass

J@) ~2]] (1 -5 1 1)2> (lnxx)2 (& = o0). (13.6)

p>2

Mittels der Brun’schen Methode kénnen wir folgendes Resultat erzielen.

Satz 13.3. Fir x gegen unendlich,

J(z) < @ (1?;?)2 (13.7)

Damit erhalten wir auch folgendes

Korollar 13.4.

> ]1) < 0. (13.8)

peJ

Bemerkung. Die Zahl

1 1
Z ( + ) = 1,902160582538 + 0, 000000001400
ey \P P +2

wird Brun’sche Konstante genannt.
Beweis. Wir wenden Korollar mit
A={m(m+2): m <z}
und P gleich der Menge der Primzahlen an. Fiir 1 < y < x erhalten wir, dass

J(@) <SAPyY) +y< > uldAaty, (13.9)
d| P(y)
w(d)<2h
wobei Ay die Anzahl der Lésungen von

m(m+2) =0 mod d (13.10)
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in ganzen Zahlen m < z ist. Diese Gleichung entspricht

m = mod?2”,

13.11
m=0oder —2modp (p|d,p#2), ( )

wobei v = 1 oder 0 ist, je nachdem ob d gerade oder ungerade ist. Nach dem chinesischen
Restsatz gibt es p(d) Losungen modulo d, wobei p eine streng multiplikative Funktion ist, die
durch

p(2)=1, pp)=2 (p>3) (13.12)

definiert ist.
Jedes Intervall der Lénge d beinhaltet p(d) Zahlen m die in A; gezéhlt werden. Wir kénnen
daher schreiben

0= 4 0(p(@) (w2 =1). (13.13)

Indem wir dies in ((13.9)) einsetzen und dieselben Berechnungen wie in ((13.5)) anstellen, erhalten

wir

(@) <a Y LTIy P S opd)ra Y p(dd) . (13.14)

d|P(y) d|lP(y) d|P(y)
w(d)<2h w(d)>2h

Der Hauptterm ist

%x 11 <1 — p) <2z ][] (1 — > ~ 2 P x(ny)~2

2<p<y p<y

Indem wir, wie in der Anwendung oben, h = clnlny + O(1) fiir eine geeignete Konstante ¢
setzen und
Iny~cdInz/Inlnx

mit ¢ ziemlich klein, kénnen wir erreichen, dass der Fehlerterm kleiner ist als z/(Iny)?.
Daraus folgt ((13.7) und wir haben den Satz bewiesen. Der Korollar folgt mittels Abel’scher
Summation. O
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Kapitel 14

Das Selberg Sieb

In den 1940ern entdeckte Atle Selberg eine neue Siebmethode wihrend seiner Erforschung der
Nullstellen der Riemannschen Zeta-Funktion. Das Selberg Sieb ist kombinatorischer Natur.
Als solches wurde es auf teilgeordnete Mengen verallgemeinert von R. Wilson. Es kann sein,
dass seine Stirke noch nicht voll erkannt wurde.

14.1 Nochmals Tschebischow

Wir erinnern uns, dass wir im obigen Kapitel versucht haben, 7(z) < z/lnxz zu zeigen.
Dazu haben wir nach einander das Sieb des Eratosthenes und jenes von Brun angewandst.
Damit erreichten wir 7(z) < zlnlnz beziehungsweise m(x) < xInlnz/Inz. Dazu hatten
wir im Falle des Brun’schen Siebes die Mobius Funktion durch eine schwichere Variante
ausgetauscht. Dariiber hinaus verwendeten wir das Inklusion-Exklusions-Prinzip in der Form

O(a,y)=#{n<wz:pln=>p>yl= Y wud 1, (14.1)
d|P(y) Z%

und schliellich die Gleichung

Oa,y) =Y > uld). (14.2)

n=z d|(n,P(y))

Im Jahre 1947 hatte Selberg die brillante Idee die Mobius Funktion durch eine quadratische
Form zu ersetzen, die optimal gewéhlt wurde, sodass die weiteren Abschédtzungen minimal
wurden. Genauer gesagt war seine entscheidende Beobachtung, dass fiir jede Folge reeller
Zahlen (A\g)g>1 mit \; =1

2

STl < [ 3 (14.3)

dk dk
fiir jedes k galt.
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Wenn wir diese Beobachtung in (14.2)) benutzen, erhalten wir
2

O(x,y) < Z Z Ad
n.P(y))

nsz \d|(n,

=2 2

n<z \di,dz2|(n,P(y))

= > A Y1

d1,d2|P(y) n<w
[d1,d2]|n

Ad: A
=z Z [ddl ddQ] +0 Z ‘)‘d1| |)‘d2| )
dr | P(y) 12 d1,d2| P(y)

wobei wir die erste Summe als Hauptterm und die O-Summe als Fehlerterm interpretieren
kénnen.
Nun nehmen wir der Einfachheit halber an, dass

Ad=0 Vd>uy.
Damit erhalten wir, dass
Ady Ndy
Pay) <o 3 0| 3 Dallial |- (14.4)
d1,d2<y d1,d2<y

Wenn wir jetzt noch zusétzlich annehmen, dass |A\g| < 1, dann liefert uns (14.4]) einen Fehler-
term O(y?), welcher, fiir y < z, kleiner als der Fehlerterm ist, den wir durch das Brun’sche
Sieb gewonnen haben. Damit scheint es verniinftig zu erwarten, dass das Selberg Sieb uns
eine Verbesserung der oberen Schranke von ®(z,y) und somit von 7(z) liefert.

Wir wollen nun den Hauptterm in abschétzen. Die zentrale Idee ist die Summe

2
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Daher hat sich mit der Transformation

A
Us 1= 2 (14.5)
d
d<y
sld
die urspriingliche quadratische Form diagonalisiert zu
> e8)u3.

<y

Unser néchstes Ziel ist es nun, diese Diagonalform (wenn moglich) zu minimieren.

Wir erinnern uns, dass wir die Folge (A\g) so gewéhlt haben, dass Ay = 1 und Ay = 0 fiir d > y
ist. Gleichung sagt uns nun, dass wir somit auch Bedingungen an (us) haben. Diese
konnen wir mittels der Mdbius Inversionsformel berechnen. Wir erhalten

As d
P =2u ()
d\d
Damit haben wir die Bedingungen
us =0 Vi>y

und

> p(8)us =1. (14.6)
o<y
Nun verwenden wir um zu schreiben
2005 =2 o) (v~ sy ) v

o<y 0<z

wobei

Viy) =Y pd)* (14.7)

Aus dieser Gleichung kénnen wir direkt schliefen, dass die Form 5., ¢(8)u} ein Minimum
mit Wert 1/V(z) an der Stelle
p(9)

@(6)V(y)
hat. Mit dieser Wahl der us und somit der Wahl

us =

_ p(d/8)p(d)
s =10 % VT (14.8)
é|d

fiir A\s erhalten wir

x
(I)({L‘,y) < m + O Z p‘d1’ ‘)‘d2’
y d1,da<y
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Es bleibt die Analyse des O-Fehlerterms von oben. Wenn wir (14.8)) verwenden, erhalten wir

d5 p(ot)
62” / ZM 5D

d<y
sld
B w(t)*u() pu(t)?
=’ Z EGED “(“g(” ) Z o(t)

Damit folgt, dass
V)lrs| < [V(2)],

und somit

sl <1 V6.

Wenn wir dies alles zusammenfiigen erhalten wir den folgenden

Satz 14.1. Fiir z,y — oo gilt

B(x,y) < % +0(y?),

wobei
u

d<y

Wir wollen hervorheben, dass die Folge (\;) durch wohldefiniert ist. Wir hétten diese
Definition schon von Anfang an geben konnen, aber auf diese Art wére unsere Wahl nicht
motiviert worden.

Von Satz konnen wir folgende obere Schranke fiir 7(x) gewinnen.

Korollar 14.2. Fiir x — oo gilt

m(x) < gz’

Beweis. Wie gewdhnlich schreiben wir

m(z) < ®(z,y) +y

fiir ein y = y(x) < x und verwenden Satz um ®(x,y) abzuschétzen. Dazu miissen wir
(d)?

eine untere Schranke fiir > d<y ‘o) angeben und y geeignet wihlen. Wir haben

d)? d)? 1 1
ZM() Zzﬂ(d) :ngzg’

e C i<y ¢ d<y

wobei die Summe Z, iiber alle nicht-quadratfreien ganzen Zahlen lduft. Wir bemerken, dass

yrlod

d<y d<

1
d

ISR
| =

NS
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womit folgt, dass

> )’ > Iny.

iz eld)
Daher ist

m(7) < — + ¢

Iny '
Wenn wir
= ()
Y= e

setzen, erhalten wir das gewiinschte Ergebnis. O

Bemerkung. Die Hauptterme

-1

1 pu(d)?
x H <1 — ) x Z
o p oy eld)
im Brun’schen Sieb und im Selberg Sieb haben die selbe Gréfienordnung; beide sind O(z/ Iny).

Aber der Fehlerterm im Selberg Sieb ist viel kleiner als jener im Sieb von Brun und das ist
der Grund, warum wir in der Lage sind, die obere Tschebyschow-Schranke zu gewinnen.

14.2 Das Selberg Sieb

In diesem Abschnitt wollen wir nun die Methode von oben formalisieren.

Satz 14.3 (Selberg Sieb (1947)). Nehmen wir an, es gibt ein X > 0 und eine multiplika-
tive Funktion f mit f(p) > 1 fir alle p € P, sodass fiir jedes quadratfreie d, das nur aus
Primteilern in P besteht, gilt

H#A; = + Ry (14.9)

X
f(d)
fiir ein reelles Ry. Wir schreiben

fn) =" fi(d) (14.10)

din

mit einer multiplikativen Funktion f1 die eindeutig durch f beschrieben wird. Auflerdem setzen

wr N H(d)2
Viy) = 2 A

d|P(y)

Dann gilt

X
S(A,P,y) < Vi) + O Z | Ridy a5 |
y dr,da<y

di,dz2|P(y)
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Beweis. Sei (\g) eine Folge reeller Zahlen, sodass
Ar=1
und
M=0 Vd>y.

Fiir a € A sei

= 1] »

peEP
a€A,

mit der Konvention, dass D(a) := 1 wenn a ¢ A, fiir alle p € P. Dann ist

2
2
douwd = D> pud)< o] =D A (14.11)
diP(y) dl(P(y).D(a) dl(P(y).D(a) diP(y)
a€Ay acAy

Wir betrachten nun S(A,P,y). Mit (14.11)) erhalten wir, dass

acA d|P(y) ac€Ay
agAp Vp|P(y)

2

S5 DI D Sl D SR Y

a€A \ d|P(z) a€A \ d|P(z)
(lEAd CLEAd

- Y Aada | = D)) A Aa# A d)-
acA d1,d2|P(Z) d1,d2<z
aeA[dlﬂdQ]

Mit (14.9) wird der Ausdruck oben zu

Ad, A
X 2 ffiz,?;z) O > Pal Al [ Ry

dy,d2<z dy,d2<z
di,d2|P(2) d1,d2|P(2)

Here konnen wir die erste Summe als einen Hauptterm betrachten, wihrend der O-Term
ein Fehlerterm ist. Wie oben behandeln wir den Hauptterm wie eine quadratische Form in
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(M) d<»» welche wir in eine Diagonalform iiberfiihren und minimieren. Mit (14.9) erhalten wir

Ady Ady _ Ady Ady
Z f([dladQ])_ ddz< Fldf(d )f((dl,dz))

d1,da|P(=
di dzlP( )
)\dl)\dg Z
= > f1(6
d1,d2<z Fld)f( 6|(d d2)
dy,d2| P(2)
A A
. h0 Y R
5|(d1,d2) dy,d2<z
dl,d2|P( )
d|(d1,d2)
2

Z f1(6) Z

3|(d1,d2) d<z
d|P(2)
sld

Somit erhalten wir mit der Transformation

Z ) (14.12)

d<z
d|P(z)
old

dass unsere quadratische Form zur Diagonalform

> fi(6)ud (14.13)
5%%2)

wird. Die Mobius’sche Umkehrformel erlaubt es uns nun

]ﬁ(g) > <§) v (14.14)

d|P(z)
sld

zu schreiben und, nachdem A\; = 0 fiir d > z und Ay = 1 ist, erhalten wir
us =0 sobald § > z

und

Z w(d)us = 1.

6<z
S|P (z)

Daher konnen wir wie zuvor schlieflen, dass

ul = s — () 2 1
X ntond = 3060 (- g ) + v

0<z 6<z
5|P(2) d|P(2)
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woraus wir unmittelbar folgern, dass das Minimum der quadratischen Form aus (14.13)) den
Wert 1/V(z) an der Stelle

()
f1(6)V(2)

ist. Wir bemerken, dass wir hier verwendet haben, dass f1(p) = f(p) — 1 > 0 fiir jedes p € P
ist. Aus der Multiplikativitéit von f;(-) folgt, dass die Koeffizienten f;(d), die in unserer Form
vorkommen, positiv sind.

Es bleibt noch die Analyse des Fehlertermes

us =

(14.15)

Ol > Pallal R, a|

dy,d2<z
di1,d2|P(2)

Genauer gesagt, suchen wir eine obere Schranke fiir |As| fiir alle 6 < z und 6 | P(z). Aus
(14.12) und (14.14) folgt fiir solche J, dass

Z ud/é

dp )
old
_ 1= () p(9)
0 2 fwno)
1P ()
(t,0)=1
f(p) 12 (t)
= u(s
v 1g) & A
1 P(2)
(t,6)=1
1 12 (t)
— (s :
u(0) g (1 " fl(P)) = ()
HP(%)
(t,6)=1
Damit ist
V(2)] |Xs] < [V (2)],
und somit

IAs| < 1.

Folglich vereinfacht sich der Fehlerterm zu

ol > |Rual]|

dy,d2<z
dy,d2| P(=)

womit der Beweis des Satzes abgeschlossen ist. O
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Um nun Satz verwenden zu koénnen, brauchen wir untere Abschétzungen fiir V(z).
Niitzliche Schranken sind zum Beispiel die folgenden.

Lemma 14.4. Wir verwenden die Notation aus Satz . Sei f() eine streng multiplikative
Funktion definiert durch f(p) := f(p) fir alle Primzahlen p und wir setzen

P(z) := Hp.

pEP
p<z

Dann gilt

1. V(2) > s<2
p|é=p|P

2 [(P()V(2) = hi(P(2) o<z 757

Beweis. 1. Wir wollen die in V' (z) auftretenden Koeffizienten 1/ f;(d) mittels der Funktion
f ausdriicken. Dazu bemerken wir, dass fiir eine quadratfreie ganze Zahl d mit d | P(z)
gilt, dass

1
—— und
() f(9)

==
=&
S—
I
b1
==

/
wobei die Summe Z iiber alle k£ lduft, die sich nur aus Primteilern von d zusammen-
setzen lassen. Dann folgt, dass

ey !
VO= 2 T i 2 Ty

d<z k 6<z
d|P(2) pld=p|P(z)
2. Ahnlich zu 1. erhalten wir,
f(P(2)) _ ( 1 >_1 w(d)? — 1
~ Viz) = 1——— =
reey’ @) 2 a2 7
p<z d|P(z)

_ 1 u(d)? — 1
pgj ;Z:Of(p)" o J@ 2,; fk)
p<z d|P(z)

1
> _
52 /(2)
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Kapitel 15

Das grofle Sieb

Das grofle Sieb ist eines der méchtigsten Werkzeuge in der analytischen Zahlentheorie. Ent-
deckt von Linnik um 1941, ist es systematisch weiterentwickelt worden. Der Leser findet in
der Literatur mehrere umfassende Behandlungen des grofien Siebes, zum Beispiel in der Mo-
nographie von Bombieri (1974) oder im Band von Montgomery (1978). Wir wollen noch die
grofien Schritte in der Entwicklung des groBen Siebes anmerken: Rényi (1950), Roth (1965)
und Bombieri (1965). Die optimale Version wurde von Montgomery und Vaughan (1973, 1974)
entwickelt.

15.1 Die analytische Form des groflen Siebes

Es waren Davenport und Halberstam (1966) die als erste auf die analytische Form des grofien
Siebes aufmerksam wurden. Sei {a,}°° eine Folge komplexer Zahlen, M, N > 0 beliebige
ganze Zahlen und

S(a) = Z ane(an) (15.1)

M<n<M+N

ein trigonometrisches Polynomi, wobei wir e(u) := exp(2miu) (u € R) gesetzt haben. Die
analytische Form des groflen Siebes entspricht einer Ungleichung der Form

ST IS@)P AW > anf (15.2)

1<i<R M<n<M+N
giiltig fiir alle R-Tupel {aq,...,ar} d-separierter reeller Zahlen, d.h.

i il 20> 0 15.3
 uinflay — o4l 26> 0, (15.3)

wobei ||u|| den Abstand der reellen Zahl u zur néchsten ganzen Zahl misst. Das Ziel diese
Abschnitts ist der folgende

Satz 15.1 (Montgomery& Vaughan; Selberg). Unter den obigen Voraussetzungen ist die grofe
Sieb Ungleichung (15.2)) giiltig fiir

A(N,0)=N+61 1. (15.4)

149
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Der vorliegende Beweis ist jener von Selberg, welcher im Artikel von Montgomery (1978)
abgedruckt wurde. Der Wert von A(N, ) der von Montgomery& Vaughan in 1974 erreicht
wurde, ist etwas schwécher: A = N+1/4. Die Verbesserung von Selberg ist in der Anwendung
nicht wichtig - oftmals geniigt eine Abschéitzung der Form A < N +1/§ - und es ist eher die
Argumentation, die uns zu dieser Wahl motiviert.

Bemerken wir zunéchst, dass der Wert in fiir gewisse Wahlen von «;, N und ¢ optimal
ist. Tatséchlich, fiir eine ganze Zahl R > 1 setzen wir o;j = j/R (1 < j < R), derart, dass
0 = 1/R, und betrachten fiir ein N = 1 mod R den Fall a,, = 1y(n/R) (0 < n < N). Dann
gilt

2

S st Y | Y =R<NR1+1>2

1<j<R 1<j<R [0<n<N-1
n=0 mod R
N-1 1 )

0<n<N

Der Beweis von Satz fult auf einem allgemeinem Dualitétsprinzip fiir Operatornormen
mit dem adjungierten Operator in einem Banach-Raum. Wir benutzen den Fall der Endo-
morphismen von ¢2(C). Das Prinzip der Dualitit nimmt dann folgende Gestalt an.

Lemma 15.2. Sei (¢y,) eine N X R Matriz mit komplexen Komponenten. Die drei folgenden
Aussagen fir eine positive reelle Zahl D sind dquivalent:

2
(i) YD cman| DY Jal? (Va, € C),
2
(i1) > emyrmn| <D fea?D luel (Vazn, yr € C),
,T , n T
(”Z) Z Z Corlyr| <D Z ‘yr‘Q (Vyr S (C)

Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz von (i) und (i7). Die von (ii) und (ii) folgt dann durch
Tausch der Rollen von r und n.

(i) = (ii). Es gilt

§ CnrYrZn

n,r

2 2

Zyrzcnrxn
r n
2
SZ\yr\QZ chrxn SDZ’xn’2Z’yr’27
r r n n r

wobei der erste Schritt durch eine Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz
erfolgt ist.
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(ii) = (i). Fiir r setzen wir L, := ), ¢pr2, und wenden (i) mit y, = L, an. Dann gilt

2
(Zif) <oT kTt
T n T
was (i) entspricht.

O]

Im Folgenden wollen wir systematisch die Notation ((15.1)) verwenden. Das folgende Lemma
folgt direkt aus der Anwendung von Lemma [15.2]

Lemma 15.3. Seien o, (1 < r < R) reelle Zahlen. Die zwei folgenden Bedingungen, fir
reelle b, > 0 (n € Z), sodass by, >0 (M < n < M + N), und ein reelles positives B, sind
dquivalent:

(4) Yo IS@)P<B Y anl’/ba (Van € C),

1<r<R M<n<M+N

2
(i7) S bl Y weelnen)| <B > |yl (Vy, € C).

M<n<M+N 1<r<R 1<r<R

Beweis. Wir verwenden Lemma mit ¢, = e(nay)v/by,. Indem wir a,, durch a,+/b,, erset-
zen, wird (i) zu

2

Z Z an\/bpe(ayn)| < B Z lan*  (Van € C).

1<r<R |M<n<M+N M<n<M+N

Die Aquivalenz der Punkte (i) und (iii) von Lemma liefert nun, dass

2
Z Z yre(nar)\/a <B Z ‘yr|2 (Vy, € C),

M<n<M+N |1<r<R 1<r<R
was zu beweisen war. O

Korollar 15.4. Sei B(a) := ) ., bne(na) eine konvergente Fourier Reihe, sodass b, > 0
meZ) b,>0(M<n<M-+N). Dann gibt es ein positives B, sodass die Ungleichung

(i) S IS@)F<B Y fanf /b (Va, € C)

1<r<R M<n<M+N
sicher gilt, sobald
(i) > uTBlar—a) <B Y |yl (Vy, € C)
1<r,s<R 1<r<R

erfillt ist.
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Beweis. Indem man B(a, — ;) in eine Reihe entwickelt und die Summation vertauscht, sieht
man, dass (ii) der zweiten Ungleichung in Lemma entspricht in welcher die Summe iiber
ganz Z lauft. Nachdem b,, > 0 folgt das Korollar unmittelbar. O

Nun wollen wir eine Funktion konstruieren, die den Bedingungen aus Korollar [I5.4] geniigt.
Wir wollen voraussetzen, dass

(a) b, >0 (n€eZ), b,>1 (M<n<M+N),
(b) Bla) =0 ([laf =),

wobei ¢ in ((15.3]) definiert ist. Es ist praktisch anzunehmen, dass 0 < ¢ < %; der Fall 6 = %
(moglich nur fir R = 2) folgt dann mittels Grenziibergang. Sobald (a) und (b) erfiillt sind,
liefert Behauptung (i) von Korollar das die grofle Sieb Ungleichung (15.2) fiir

A(N,§) = B(0) (15.5)

gilt.

Im Rest dieses Abschnittes werden wir nun eine explizite Folge {b,, },cz Fourier Koeffizienten
einer Funktion B(«) konstruieren.

Es ist natiirlich b, als Wert einer Funktion b € L!(R) zu schreiben, deren Fourier Transfor-

mierte s

B(6) = / b(t)e(—0t)dt

Support im Intervall [—d, §] hat. Die Poisson-Formel
B(a) =Y b(n)e(an) = > bk — o) (15.6)
nez kEZ

garantiert dann, dass (b) gilt.
Um zu iiberpriifen, dass die Poissonsche Summenformel wirklich anwendbar ist, wollen wir
zuerst bemerken, dass b € L'(R), woraus wir die Integraldarstellung

6 o~
b(t) = /_ 0)e(61)a0 (15.7)

gewinnen. Genauer gesagt, b(n) sind die Fourier Koeffizienten der stetigen periodischen Funk-
tion B(a) == 3 ez b(k — ). Fiir N > 1 erhilt man mit || < § dank (I5.7)), dass

Z b(n)e(na) —/

1
In|<N —N=2

N+% 6+

b(t)e(at)dt = /_  Aa(O)sin (2N + 1)) (15.8)

mit Aa(0) == D(0 — a) <sm(17rg) - 7r10> '

Nachdem |+8 + | < 1 (hier brauchen wir die Hypothese, dass § < 3), gilt Ay € L' [-§ + o, 6 + a.
Das Lemma von Riemann-Lebesgue erlaubt es uns, nun zu schlieflen, dass das letzte Integral
in § gegen 0 geht fiir N — co. Nachdem b € L!(R), folgt die Konvergenz der Reihe

Z b(n)e(an)

neL
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gegen g(—a) = B(a). Damit folgt (15.6)) fiir || < 3 und mit der Periodizitét fiir alle a.
Daher suchen wir jetzt eine integrierbare Funktion b, sodass der Wert

B(0) = b(0) = / b(t)dt (15.9)
minimiert wird unter den Bedingungen
b(t) >0 (teR),
bt)>1 (M+1<t<M+N), (15.10)
b(o) =0 (6] = 9).

Der Fejér-Kernel erlaubt uns leicht eine erste Moglichkeit anzugeben. Fiir

b(t) :=C 3 (Sin (zzrn(n_ —6;;0) )

1
S(M+1)<n<8(M+N) 2™

gilt c
Woy=a-lesyt S e(-n0fd),

§(M+1)<n<§(M+N)

sodass ([15.10) sicher fiir C' = %7T2 erfiillt ist. Damit folgt die Ungleichung

~ 1 1

b(0) < —m? (N — 1+ —
die in den meisten Anwendungen geniigt. Selberg hat bemerkt, dass das folgende Lemma mit
einer besseren Wahl von b(t) operiert.
Lemma 15.5. Sei

ro= (M) (St et

n>0

Dann ist F' eine ganze Funktion in z, sodass
F(z) < ¥ F(z) >sgn(z) (zeR), F(0)=1

und

o
/ (F(x) —sgn(z))dz = 1. (15.11)
—0o0

Bemerkung. Mit (15.11)) ist klar, dass F' ¢ L'(R). Wir kénnen nun die Abschitzung fiir F'(z)
in einem gewissen Sinne, wie die Tatsache interpretieren, dass F'(f) = 0 fiir || > 1.

Beweis. Die beiden ersten Behauptungen sind klar: wir setzen z = x + iy und erhalten fiir
lyl > 1, |z£n|* > 14 (Jz] —n)? (n > 0). Fiir die dritte Behauptung, erinnern wir uns an die

Euler-Fomel )
sinmz 1
S |
() Setap=t ¢
nez




154 KAPITEL 15. DAS GROSSE SIEB

und wir bemerken, dass fir x > 0
r+n+1 d'LL 1

v Z/Wnluf—z/ 2

n>0 T+n n>0 (

Damit folgt, immer noch fiir z > 0, dass

sin 7\ 2 1 1 2
ro = () \Z e e ) 2

nez n>1
und fiir x < 0, indem wir y = —x setzen, dass
. 2
sin Tz 1 1 2
P - (B (- e -2 2
T nez (.T B n) n>1 y + n) y

Schliefllich

Zeigen wir nun . Es gilt
/+00 (F(x) —sgn(z))dz = /00 (F(x) —1)dx + /00 (F(—y)+1)dy
0 0

—0o0

Abschluss des Beweises von Satz[15.1. Wir setzen
b(t) = %(F (6(t— M —1))+ F (5(M + N —1))). (15.12)

Damit erfiillt b(¢) die erste Bedingung von ((15.10) und Gleichung (15.11)) zeigt, dass b inte-

grierbar ist auf R und dass

+oo 1
/ b(t)dt =N —1+ . (15.13)

Dies folgt unmittelbar aus der folgenden Identitét

b(t) = L inrs1 vy (t) + % (F(6(t—M —1)) —sgn (6(t — M —1)))

+%(F(5(M+N—t))—sgn(5(M+N—t)))’

die fiir t 2 M + 1, M + N giiltig ist. Dariiber hinaus liefert eine Anwendung von Lemma 7?7,
dass

b(z) < ™% (2 € Q). (15.14)

Insbesondere ist b beschréinkt auf R. Nachdem b € L*(R) folgt, dass b € L?(R). Die Abschitzung
(15.14)) liefert mit dem Satz von Paley-Wiener, dass

b(0) =0 (|0] > 9).
Damit ist der Satz [[5.1] bewiesen. O
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15.2 Die arithmetische Form des grofien Siebes

Sei {a, }M '5\14\;1 eine endliche Folge komplexer Zahlen und

S(a) == Z ane(na).

M<n<M+N

Wenden wir nun Satz auf den Fall an, wo alle «, rationale Zahlen der Form «, = a/q,
(a,q) =1, ¢ < Q sind. Wir haben fiir r # s

low = asl| = [|a/q = d'/q'|| = [(aq’ — d'a) /ad|| = 1/Q?,

was bedeutet, dass die o, 1/Q?-gut verteilt sind. Wir kénnen daher schreiben, dass

> S S@aP<N-1+@) Y Jal. (15.15)
q<Q 1<a<q M<n<M+N
(a,q9)=1
Das Interesse in dieser Ungleichung liegt in der Tatsache, dass wir die Summe abschétzen
kénnen, indem wir eine explizite Funktion von ¢ angeben, die von der Anzahl w(p) der Rest-
klassen modulo p (p | ¢) abhéngt, die kein ganzes n beinhalten, sodass a, # 0. Genauer
gesagt, wir setzen fiir jede Primzahl p

w(p) :=#{h: 0< h <p,n=hmod p = a, =0} (15.16)
und
= (2 TT =2
9(a) = u(q) g o) (15.17)

(Wir kénnen annehmen, dass w(p) < p fiir jedes p, denn sonst wére a,, = 0.) Die Basis der
arithmetischen Form des grofien Siebes ist der folgende
Satz 15.6. Mit den Bezeichnungen von oben, gilt fiir ¢ > 1,

2

S awl @< Y IS@/e)l. (15.18)

M<n<M+N 1<a<q
(a,q)=1

Korollar 15.7 (Arithmetische Form des grofien Siebes). Fiir jede endliche Folge komplezer
Zahlen {an}%ii\[ und jede ganze Zahl Q > 1, gilt

2

N-1+Q° 2
Yoo 7 Yl (15.19)

M<n<M+N M<n<M+N

L:=> g(g), (15.20)

wobei g(q) in (15.16) und (15.17)) definiert ist.
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Beweis von Satz[15.60. Wir miissen zeigen, dass fiir jede Folge {a,} gilt

1SO)Pg(@) < > 1S(a/g)f. (15.21)
1<a<q
(a,9)=1

Nachdem die Definition von w(p) unverindert bleibt, wenn man a,, durch a,e(np) ersetzt,

entspricht Gleichung
SB)Fgla) < Y IS(a/a+ B (BER). (15.22)

1<a<q
(a,9)=1

Nehmen wir nun an (15.22)) sei erfiillt fir ¢ und ¢’ mit (¢,¢’) = 1. Mit dem chinesischen
Restsatz folgt, dass

STose/a)P= > Y [Sa/a+b/d)|

1<c<qq’ 1<a<q 1<b<q’
(c,qq")=1 (a,9)=1 (b,g")=1
> > [S(a/g))? 9(d) = [S(O0) g(a)g(d).-
1<a<q
(a,q)=1

Da ¢ multiplikativ ist, folgt, dass auch (und damit auch ) wahr ist fiir ¢q¢'.
Nachdem g(¢q) = 0 sobald ¢ nicht quadratfrei ist, konnen wir uns auf den Fall beschrinken,
fiir den Fall ¢ prim zu zeigen.

Fiir jede Primzahl g erhalten wir

OF + Y ISP = Y SRS (i)

1<a<p 0<a,a’<p 0<h<p
2
1
= > e(—ah/p)S(a/p) (15.23)

_1 Za” Z e(a(n—"h)/p)| =p Z 1S(p, 1),

0<h<p| n 0<a<p 0<h<p

wobei wir

S(p,h) := Z an

M<n<M+N
n=h mod p

gesetzt haben. Es sollte angemerkt werden, dass S(p,h) Null ist fiir zumindest w(p) Werte
von h modulo p. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt, dass

2

3 Sph)| < (p ) Y IS,k

0<h<p 0<h<p
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woraus dank (|15.23)) folgt

> ISta/mP=p Y 1S@M)I° - 1S0O)}

1<a<p 0<h<p
p 2 2
> ————=1)|500)]" =g(p) |S(0)|".
(=2~ 1) I5OF =g 50
Damit ist (15.21)) fiir ¢ = p gezeigt und der Beweis ist abgeschlossen. O

In Anbetracht der Gleichung S(0) = ZO<h<p S(p, h) folgt

P |S

0<h<p

woraus dank (15.23)) folgt

3

_,S —p 3 ISP — IS©O)?

0<h<p

= Y IS(a/p)f

0<h<p 1<a<p
Mit ((15.15)) erhalten wir folgendes Resultat.
Satz 15.8. Mit der Notation von oben gilt
2
dop > |8 )—*S( )| S(N=14Q%) D . (15.24)

p<Q 0<h<p

Die Ungleichung ist eine abgeschwichte Form der grofien Sieb Ungleichung ,
weil nur der Beitrag der ¢, die prim sind, abgeschétzt wird. Es ist aber ein sehr niitzliches
Resultat.

Montgomery (1968) hat gezeigt, dass fiir ein quadratfreies g

M<n<M+N

2

a3y Z’”‘ (@dm| = ¥ IS(a/o)l.

0<h<q | d|q SS%S%
a7q =

Indem wir (|15.15)) benutzen, erhalten wir, dass S(q/d, h) im Mittel iiber ¢ und h in [0, ¢ — 1],
nahe (d/q)S(0) ist.
15.3 Anwendungen

Im Vergleich zur Methode von Brun, liefert das grofle Sieb eine bemerkenswert gute obere
Schranke fiir die Anzahl J(x) der Primzahlzwillinge.

Satz 15.9. Fir x gegen unendlich

J(z) < (8C + o(1)) (15.25)

(Inx)?

c:=2]] <1 - (])_11)2> . (15.26)

p>3
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Diese Abschitzung ist asymptotisch achtmal grofler als der vermutete Wert fiir J(x).

Beweis. Sei e > 0. Wir benutzen (15.19) mit N = |z], @ = #'/?>~¢, M = 0 und a,, = 1 wenn
P~ (n(n+2)) > @, a, = 0 sonst. Damit erhalten wir

J(z) — J(vz) < (1+0(1)) (15.27)

\V; =~ 8

wobei L in ([15.20) definiert ist mit w(2) = 1, w(p) = 2 (p
wobei h eine multiplikative Funktion definiert durch

3). Es gilt g(q) = 2“ * h(q)/q;

h(2) =0, h(2) =2(-1)""1 (v>2)

_1\v—1
h(p) = 4 (p > 2), hp’) = 2( 1)p - (2P+ 2)

(p>2,v>2)

ist. Es ist einfach zu sehen, dass die Reihe > ;- h(d)/d” absolut konvergiert fiir o > 3, womit

NOEDS hEZd)QW(m) ~ i(lny)QZh(dd) (y — o),

m s
<y md<y d>1

wobei wir die Summe iiber m mittels partieller Integration zusammen mit der Abschitzung

Z gw(m) — Z 1% p%(m) ~ %ylny

m<y m=<y

berechnet haben. Wir erhalten aus ((15.27]), dass

(2C +o(1))x
N TWE
mit
o7 (1) -
e\
a>1
_ 913 4 2(p + 2) -t
B I;I (=) 2101;13 (1 -2 Phr-20 +p1)>
1

:2}}3<1‘ o)

woraus das gewiinschte folgt. O

Unser zweites Resultat beschéftigt sich mit Primzahlen in arithmetischen Progressionen. Wir
wissen bereits vom Primzahlsatz in arithmetischen Progressionen beziehungsweise vom Satz
von Siegel-Walfisz, dass

m(x) x

p(k) "~ p(k)lnz’

Wir wollen nun zeigen, dass dies auch fiir , kleine Intervalle“ gilt.

m(x, kya) ~
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Satz 15.10 (Brun-Titchmarsh). Seien z und y positive und k und a relativ prime ganze
Zahlen. Wenn y/k — oo, dann gilt

(2+0(1))y
m(x+y, ka)—n(x,k,a) < 15.28
( ) S /g 523
Beweis. Die linke Seit von ((15.28)) ist hochstens gleich
S an+ 7 (/). (15.29)

wobei a, :== 1 wenn x < a+nk < xz+y und P~ (a + kn) > y/y/k und a := 0 sonst. Der
zweite Term in ([15.29)) wird vom Fehlerterm absorbiert. Mit der Notation des grofien Siebes,
gilt N <y/k+1und w(p) > 1 fiir jede Primzahl p, sodass p < /y/k und p # k. Wir erhalten

also fiir jedes Q > \/y/k

k 2
Y an < y/zQ (15.30)
mit ( )2
1 uim
D IO | P
m<Q dnP Tl oz #m)
(m,k)=1 (m,k)=1

Nachdem jede ganze Zahl n < @ sich eindeutig als n = mdt mit (m,k) = 1, u(m)? = 1,
d | m®, t | k> schreiben ldsst, konnen wir

Siley My oy y o b

n<Q m<Q d|m® t|k<>° m<Q
(m,k)=1 (m,k)=1

schreiben, woraus folgt, dass

o(k)
- In Q.

Indem wir diese Ungleichung in (15.30)) einsetzen und @ = \/y/k/In(y/q) wihlen, erhalten
wir das gewiinschte Resultat. O
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Kapitel 16

Mittelwertsatze

16.1 Die Ungleichng von Pdlya-Vinogradov

Satz 16.1. Fliir jeden nicht-trivialen Character x modulo d gilt

Z x(n) < d2 log d
M+1<n<M+N

fiir alle M, N.

16.2 Gauss Summen

()| = d"? (16.1)
1 . na
xn) = = édwwe (%) (16.2)

16.3 Gewichtete Summen mit Dirichlet Charakteren

Satz 16.2 (Erste verdnderte Grofie-Sieb-Ungleichung). Sei (ay)n>1 eine Folge komplezer
Zahlen und x, z positive ganze Zahlen. Dann

3 gjd) S 0 < wanx()]? < (2% 4+ 472) Yl (16.3)
X

d<z n<x

wobei die Summe Z, tber alle primitiven Charaktere modulo d lduft.

Beweis. Sei d < z fix und sei n relativ prim zu d. Sei x ein primitiver Charakter modulo d.
Wir multiplizieren ((16.2]) mit a,,summieren iiber n < z und quadrieren. Mit ([16.1)) erhalten

WITr
2 2

Santm)| = 3| 3 @Y e (%)

nlx 1<a<d nlx

161
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Wir summieren diese Gleichung nun iiber alle primitiven Charaktere x modulo d und erhalten

2

2{:/ j{: arﬂX(n)

X n<x

-5 X o e ()

1<a<d n<lz

2

2

Y)Y w0 e ()

X [1<a<d n<x

LYY (e (W) Zane(bn) " ¥

1<a<d 1<b<d \nZlz n<z X

wobei, fiir eine komplexe Zahl z, mit Z ihre komplexe Konjugierte bezeichnet wird. Durch die
Orthogonalitéitsrelationen, folgt, dass > ¥(a)x(b) gleich ¢(d) ist, wenn a = b (mod d), und
0 sonst. Daher gilt

2 2
d an
72 d_anx(n) < ) Zan‘f(j)
n<x 1<a<d |nZlzx
(a,d)=1
Schliefllich summieren wir iiber d < z und wenden die Grofle-Sieb-Ungleichung an. O

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz und der Cauchy-Schwarz Ungleichung ist:

Korollar 16.3. Seien (an)n>1 und (by,)m>1 2wei Folgen komplexer Zahlen und seien x,y, z
positive ganze Zahlen. Dann gilt

d /
>, 2@ D12 D anbmx(nm)

d<z X |n<zm<ly
1/2 1/2

< (2% 4+ 4m) P22+ 4my) 2 D fan]? > bwl] , (16.4)

n<x m<y
/
wobei die Summe Z dber alle primitiven Charaktere modulo d lduft.
X

Wir wollen nun eine Variante von (16.4]) zeigen, die uns im Beweis vom Satz von Bombieri-
Vinogradov sehr niitzlich sein wird.

Satz 16.4 (Zweite verdnderte Grofle-Sieb-Ungleichung). Seien (an)n>1 und (by)m>1 Folgen
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komplexer Zahlen und seien x,y, z ganze Zahlen. Dann gilt

Zmz max Z Z anbmx(nm)

d<z n<z m<y
nm<u
1/2 1/2
< (P42 2E ) D] ) > bml | log(22y), (16.5)
n<x m<y

wobei die Summe Z/ tber alle primitiven Charaktere modulo d lduft.

Beweis. Klarerweise werden wir fiir den Beweis von versuchen zu verwenden.
Dazu miissen wir mit der Bedingung mn < u umgehen. Zuerst bemerken wir, dass wir oBdA
annehmen konnen, dass u = k + 1/2 mit einer ganzen Zahl 0 < k < xy. Wir fixieren d < z,
sei x ein primitiver Charakter modulo d und sei T' > 0. Dann erhalten wir

Z Z anme(nm)

n<r m<y
nm<u

wobei

Alt,x) =Y “”:;(t”), B(t,) =Y bux(m)

n<wz m<y
Wir bemerken, dass durch unsere Voraussetzungen an u gilt, dass

1 1
‘log— > — >>7y

und
sin(tlogu) < min{1, |[t| log(2zy)}.

Wenn wir dies in (16.6)) verwenden, erhalten wir

Z Z anbmx(nm)

n<r m<y
nm<u

T
< / |A(t, x)B(t, x)| min {Hl‘,log(Qxy }dt+ Y lanbm] -

-T n<r m<ly
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Eine Anwendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung liefert, dass

> x(nm)

n<lr m<y
nm<u
T 23124312 i ) 12
< [ a0 0hmin{ g doszan bacs TS (Sl (X o
- n<x m<y

Wir nehmen das Maximum iiber u und dann summieren wir iiber x und d < z, sodass

ZTZ max Z Z anbmx(nm)

d<z SO n<zr m<y
nm<u
< Z Z / B(t, x)] min{ log(Qxy)} dt (16.7)
d<z ’ ’
P 1/2 1/2
$3 2y3 2
+ T Z Z Z ’an’ Z |bm’2
d<z n<lz m<y

Nun verwenden wir die Cauchy-Schwarz Ungleichung und Korollar um obere Schranken
fiir den ersten Term auf der rechten Seite von (16.7) zu bekommen:

Z / B(t X)|min{| T log(Qxy)}dt

d<z

2\ 1/2 oy 1/2

=3 b o wl oY ) I D P o U RS

d<z n<lz d<z m<y (168)
r 1
></ mln{| n log(Qxy)}dt
1/2 1/2

< (22 + dma) V2 (22 + dmy) /2 Z |an|? Z by |? (log T + log(2zy)).

n<x m<y

Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite von (16.7) bemerken wir, dass es ¢(d) Charaktere
modulo d gibt, und somit

$3/2y3/2 1/2 2 1/2
g (Tl ] (X
el dC) n<z m<y
23/2 3/2 2 1z ) sk
<Y el > bl . (16.9)
n<z m<y

Wenn wir nun (16.7), (16.8) und (16.9) zusammenfithren und T := 23/2y3/2 setzen, erhalten

wir die gewiinschte Ungleichung.
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16.4 Der Satz von Barban-Davenport-Halberstam

16.5 Der Satz von Bombieri-Vinogradov
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