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KAPITEL 1

Freie Schwingungen

1. Einfithrung

Das Thema dieses Kapitels sind freie Schwingungen linearer Systeme mit einem Freiheitsgrad.
Dazu zéhlen wir
e ungeddmpfte freie Schwingungen,
o geddampfte freie Schwingungen, wobei wir
— die unterkritische Ddmpfung,
— die kritische Dampfung und
— die dberkritische Dampfung unterscheiden.

Die néchsten beiden Kapitel werden erzwungene Schwingungen behandeln; wéihrend Kapi-
tel 7?7 auf nichtlineare Systeme eingeht.

1.1. Kréftegleichgewicht, Grofien und Einheiten. Gegeben sei das in Abbildung[I.]

dargestellte System, bestehend aus einer MASSE m, einer FEDER k und einem DAMPFUNGS-
GLIED c¢. Wird die Masse um die von der Zeit ¢t abhéngige Grofie x(t) aus der Ruhelage aus-
gelenkt, treten mehrere zeitabhéingige Kriifte auf: die FEDERKRAFT kxz(t), die DAMPFUNGS-
KRAFT ci(t), und die TRAGHEITSKRAFT mi(t). Dabei bezeichnet m die MASSE, ¢ die DAMPFUNGS-
KONSTANTE und k die FEDERKONSTANTE.
Wir haben fiir Feder- und Ddmpfungskraft lineare Anséitze verwendet: erstens, weil nur so die
Gleichungen leicht 16sbar sind, und zweitens, weil diese Annahmen verniinftig und berechtigt
sind. Das HOOKEsche Gesetz besagt ,,Federkraft proportional Auslenkung®, also F' = kz. Die
geschwindigkeitsproportionale Dampfung heiflit auch wviskose Ddmpfung; ein typisches Bei-
spiel, wo sie auftritt, ist ein einfacher hydraulischer Stoflddmpfer. Andere Ansétze fiir den
Damfungsterm wéren beispielsweise Coulombsche Reibung (konstanter Betrag) oder turbu-
lenter Stromungswiderstand (proportional v?).

(1)

ABBILDUNG 1.1. Feder-Masse System mit Dampfung

5



6 1. FREIE SCHWINGUNGEN

Diese Kriifte wirken gegen die Bewegungsrichtung. Fiir eine in der Bewegungsrichtung wirken-
de AUFGEPRAGTE KRAFT (auch: EREGERKRAFT) F'(t) erhalten wir daher folgendes Krifte-
gleichgewicht (NEWTONSCHES GESETZ):

mi(t) + bi(t) + kx(t) = F(t)
Wenn aus dem Zusammenhang heraus klar ist, dass Auslenkung z(t), Geschwindigkeit @(¢),

Beschleunigung #(¢) und aufgepréigte Kraft F'(t) zeitabhéngige Funktionen sind, lassen wir
das Funktionsargument der Einfachheit halber oft weg. Wir schreiben dann:

(1.1) mi + bi + kx = F

Formelzeichen und Einheiten in dieser Gleichung;:

Bedeutung Formelzeichen Einheit
Auslenkung, Weg x m
Geschwindigkeit z m/s
Beschleunigung & m/s?
Masse m kg
Dampfungskoeflizient b Ns
Federkonstante k g
Erregerkraft F N

Eine grofle Zahl von Problemen kann man durch Einfiihrung geeigneter Koordinaten und
Formfaktoren auf diese einfache Gestalt bringen. Es gilt ndmlich: Kleine Auslenkungen aus
der Ruhelage eines Systems gehorchen (bei einem Freiheitsgrad) ndherungsweise der Glei-
chung Lineare Systeme mit mehreren Freiheitsgraden gehorchen einer Matrix-Vektor-
Version von Gleichung (kommt in Kapitel ?7).

Ein System mit der Eigenschaft ,,Riicktreibende Kraft proportional Auslenkung® heifit har-
monischer Oszillator. Es ist eines der wichtigsten Modelle der Mechanik und der Physik
iiberhaupt. Ein nicht-mechanisches Beispiel: fiir den Strom I(t) in einen elektrischen Schwing-
kreis mit Induktivitdl L, ohmschen Widerstand R und Kapazitidt C' in Serienschaltung gilt
LI(t) + RI(t) + SI(t) = 0, das entspricht bis auf die Benennung der Variablen wiederum
Gleichung Wir diskutieren die Losungen dieser Gleichung daher ausfiihrlich.

1.2. Freie und erzwungene Schwingungen. Zunéchst sei F'(t) = 0. Man spricht in
diesem Fall von FREIEN SCHWINGUNGEN. Dann hat (1.1)) die Gestalt

(1.2) mi +bx +kxr=0.

Im Gegensatz dazu beschreibt die Differentialgleichung (I.1)) eine ERZWUNGENE SCHWIN-
GUNG.

1.3. Mathematischer Hintergrund — wichtige Begriffe.
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Mathematisch gesehen geht es in diesem Kapitel um lineare homogene gewdohnliche
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Wir fassen die
grundlegenden Begriffe und Definitionen kurz zusammen.

e Gewodhnliche Differentialgleichung: Eine Differentialgleichung, bei der nur Ab-
leitungen nach einer unabhéingigen Variablen auftreten. In unserem Fall ist die un-
abhingige Variable die Zeit t; die gesuchte Funktion ist normaler Weise die Auslen-
kung x(t) als Funktion der Zeit. Im Gegensatz zu gewohnlichen Differentialgleichun-
gen treten bei partiellen Differentialgleichungen Ableitungen nach zwei oder mehr
unabhéngigen Variablen auf.

e Ordnung einer Differentialgleichung: Die Ordnung der héchsten auftretenden
Ableitung. Die Bewegungsgleichungen der Mechanik sind immer von (zeitlich) zwei-
ter Ordnung. Bei Schwingungen kontinuierlicher Systeme (z. B. Balkenschwingung)
konnen hingegen partielle Differentialgleichungen mit rdumlichen Ableitungen vier-
ter Ordnung oder gemischte Ableitungen mit rdumlich und zeitlich zweiter Ordnung
auftreten.

e Lineare gewdhnliche Differentialgleichung: Diese Gleichung hat fiir eine ge-
suchte Funktion z(t) die allgemeine Form

an ()™M @) + -+ ag(£)E(t) + ar()E(t) + ao(t)z(t) = s(t),

wobei ag, ..., a, und s beliebige Funktionen sind.

Bei Schwingungen von Systemen mit einem oder mehreren Freiheitsgraden treten
nur lineare gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf, also Gleichun-
gen der Form

az(t)@(t) + a1(t)@(t) + ao(t)x(t) = s(t)

Die gegebenen Funktionen ag(t), a1 (t),...an(t) heilen die Koeffizienten der ent-
sprechenden Ableitungen. Die gegebene Funktion s(t) auf der rechten Seite heifit
Storfunktion oder Inhomogenitit.

e Lineare gewdhnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten:
Ein spezieller, einfacher, aber wichtiger Fall liegt vor, wenn die Koeffizienten ag(t),
ai(t),...,an(t) konstante Funktionen sind. In diesem Fall schreibt man missbrauch-
lich auch ag(t) = aj mit rellem ay fiir 0 < k& < n. In diesem Fall ldsst sich die
analytische Losung immer durch einen Exponentialansatz finden.

Wenn die Koeffizienten jedoch von der Zeit abhéingen, ist die Situation mathema-
tisch deutlich komplexer. Wir diskutieren Spezialfille, sogenannte parametererregte
Systeme, in einem spéteren Abschnitt.

e Homogene/inhomogene Gleichung: Ist die Stoérfunktion s = 0 identisch gleich
Null, spricht man von einer homogenen Gleichung, andernfalls von einer inhomogenen
Gleichung. Bei einer inhomogenen Gleichung mit Storfunktion s # 0 bezeichnet man
die zugehorige Gleichung, in welcher die Stérfunktion identisch gleich Null gesetzt
wird, als zugehorige homogene Gleichung.

e Superpositionsprinzip: Dies ist eine wesentliche Eigenschaft linearer Gleichun-
gen. Fiir homogene lineare Gleichungen gilt: Sind x1(¢) und z2(t) zwei Losungen
der Gleichung, dann sind auch Summe und reelle Vielfache; oder allgemein: jede
Linearkombination axq(t) + Bxo(t) fiir beliebige relle @ und g ebenfalls Losungen.
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Bei inhomogenen Gleichungen gilt: Lost x1(t) eine lineare Differentialgleichung
mit Storfunktion si(¢), und 16st x2(t) die Gleichung mit Storfunktion sa(¢) und dem-
selben homogenen Teil, dann 16st die Linearkombination ax;(t) + Bx2(t) die Glei-
chung mit Storfunktion asi(t) + Bs1(t) wiederum fiir beliebige relle o und 3.

Bei linearen Gleichungen lassen sich Losungen durch Superposition einfacherer Ba-
sislosungen zusammenbauen.

e Fundamentalsystem, allgemeine L&sung: Ein Satz von linear unabhéngigen
Losungen der homogenen Gleichung, aus dem sich durch Linearkombination alle
Losungen bilden lassen. Mathematiker sagen: Eine Basis des Losungsraumes. Man
kann auch sagen: Aus einem Fundamentalsystem ldsst sich die allgemeine Ldsung
angeben; oder: die allgemeine Losung ist eine Linearkombination der Basislosungen.
Siehe oben: Superpositionsprinzip.

e Partikuldre Losung: (Irgend-) eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.

Es gilt der wichtige Satz:

Die allgemeine Losung einer linearen Gleichung setzt sich zusammen aus der
allgemeinen Losung der homogenen Gleichung plus (irgend-)einer partikuléren
Losung der inhomogenen Gleichung.

Was ist, wenn man zwei verschiedene partikuléire Losungen gefunden hat — welche
davon setzt man in der allgemeinen Losung ein? Egal! Es ist deswegen egal, weil auch
gilt:

Zwei verschiedene partikuldre Losungen unterscheiden sich nur um eine
Losung der zugehorigen homogenen Gleichung.

(Diese Aussagen gelten iibrigens ganz allgemein fiir lineare Gleichungen — egal
ob gewohnliche oder partielle Differentialgleichungen oder Systeme algebraische Glei-
chungen!)

e Losungsansitze:

Fiir lineare homogene gewthnliche Differentialgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten lassen sich Losungen immer mit dem Ansatz x(t) = exp(At) finden.

Das hat schon Leonhard Euler herausgefunden. Es kann sein, dass sich dabei fiir
A komplexe Werte ergeben.

In einfachen Féllen (wenn = und &, aber nicht & auftreten) geniigt auch ein Ansatz
x(t) = sin(wt) oder z(t) = cos(wt). Im Normalfall finden diese Ansiitze genug linear
unabhéingige Losungen, um die allgemeine Losung anzugeben. In speziellen Féllen
(vgl. Seite[20] kritische DAmpfung) ist bei einer Lésung z(t) = exp(At) auch t exp(\t)
eine weitere, linear unabhéngige Lsung.

Bei inhomogenen Gleichungen haben wir oben festgestellt, dass es geniigt, ir-
gendeine partikuléire Losung zu finden. Daher versucht man, wenn die Storfunktion
eine Winkelfunktion, Exponentialfunktion oder ein Polynom ist, als Ansatzfunktion
fiir die Losung eine dhnlich aufgebaute Winkelfunktion, Exponentialfunktion oder
ein Polynom zu verwenden.
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1.4. Eulers E-Ansatz. Der Ansatz x(t) = e ist seit Leonhard Euler der Standard-
Ansatz bei homogenen linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten; der Wert
von A € R oder C ist zuniichst noch unbekannt. Damit wird () = Ae* und #(t) = \2eM.
Einsetzen in Gleichung liefert

mA2eM + bheM + ke = 0.

Die Exponentalfunktion hat keine Nullstelle (auch nicht im Komplexen). Das heifit, dass fiir
beliebiges ¢ immer e* # 0 (auch fiir komplexes )\). Daher diirfen wir e kiirzen und erhalten

(1.3) mA2 +bA+k =0.

Nachdem die Koeffizienten m, b und k vorgegeben sind, erhalten wir somit eine quadratische
Gleichung in der Unbekannten \. Ganz allgemein fiihrt der e*-Ansatz jede lineare Differenti-
algleichung mit konstanten Koeffizienten in eine entsprechende polynomiale Gleichung fiir A
iiber. Man nennt die Gleichung die CHARAKTERISTISCHE GLEICHUNG der Differentialgei-
chung (1.2). Lésungen der charakteristischen Gleichung liefern Werte fiir A; welche wiederum
Funktionen der Form e* entsprechen. Dies sind dann Losungen der Diferentialgleichung.

In unserem Fall lauten die Losungen fiir A

A =
1,2 o
und somit die Losungen der Differentialgleichung
—bEV/b2—dmk ,
:1',‘172 (t) = e 2m

Theoretisch wiren wir nun fertig. Aber in dieser Schreibweise lisst sich das Schwingungsver-
halten der Losung nicht direkt erkennen oder einfach interpretieren.

Um Versténdnis und anschauliche Interpretation geht es ab jetzt. Es stellt sich heraus: Wenige
wichtige Kenngrofien beschreiben das komplette Verhalten der Losung.

1.5. Kenngroéfien der freien Schwingung. Besser als die Werte fiir m, b und k geben
die Kenngrofien

KRITISCHE KREISFREQUENZ wj = %
ABKLINGKONSTANTE § = %
N o
DAMPFUNGSGRAD D = o i

Auskunft iiber Typ und Eigenschaften der Losung. Wir setzen m, k > 0 und b > 0 voraus.
Dann ist % > 0 und % > 0. Das heifit, wg,d und D sind wohldefiniert.
Division durch m formt Gleichung (1.2]) um in

b
T+ —z+ —x=0.
m m

Mit den Definitionen fiir kritische Kreisfrequenz und Abklingkonstante wird daraus

(1.4) & + 26¢ + wiz = 0.
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Die zugehorige charakteristische Gleichung lautet
(1.5) A 4260 + wi = 0.

Sie ist natiirlich dquivalent zur charakteristischen Gleichung (1.3]). (Aber es reicht die ,kleine
Losungsformel“, die sich manche leichter merken. . .)

)\1,2:—5:|:\/52—w,%

Der Dampfungsgrad D (heifit auch: Lehrscheaﬂ Dampfungsmaf) ist dimensionslos und wird
auch in Prozent % angegeben. Mit ihm lauten Differential- und charakteristische Gleichung

i + 2Dwi + wiz =0
N 4+ 2D + wi =0

und die Losungen der charakteristischen Gleichung sind

)\172 = —5:*:0.%\/ l)2 —1.

Hier sehen Sie deutlich: Je nachdem, ob D > 1 oder D < 1, sind die A reell oder komplex.
Dem entsprechend verhélt sich das System vollig unterschiedlich. Das besprechen wir in den
nichsten Kapiteln!

Formelzeichen und Einheiten:

Bedeutung Formelzeichen Einheit
Abklingkonstante ) 1/s
kritische Kreisfrequenz Wi rads™!
Dampfungsgrad D 1

Die kritische Kreisfrequenz wy, ist, wie der Name vermuten lasst, ein besonderer Wert, und es
werden noch andere Kreisfrequenzen auftreten. Ganz allgemein gilt: Die Kreisfrequenz w ist
das 27-fache der in HERTZ (Hz) gemessenen FREQUENZ f. Also w = 27 f, oder

FREQUENZ f=—.
Den Reziprokwert von f nennt man SCHWINGUNGSDAUER oder PERIODE T'. Es gilt

2
PERIODE T = il .
w

1.6. Der Plan fiir das weitere Vorgehen. Wie im Abschnitt erldutert: Die Be-
wegungsgleichung der erzwungenen Schwingung ist inhomogen.
Die allgemeine Losung z(t) dieser Gleichung kann als Summe der allgemeinen Losung () der
homogenen Gleichung und einer beliebigen partikuléren Lésung z,(t) der inhomogenen
Gleichung dargestellt werden.

x(t) = zp(t) + zp(t)

Ihach Ernst LEHR (1896 — 1945)
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Im Folgenden werden wir zuerst die allgemeine Losung der homogenen Gleichung diskutieren
und dann, ab Kapitel 2] die Losungen der inhomogenen Gleichung fiir verschiedene Typen
von Erregerkriften F.

AUFGABE 1.1. Was ist eine Schwingung? Je nach Autor und Lehrbuch gibt es verschiedene
Definitionen. Schlagen Sie in folgenden Lehrbiichern nach (MUL Online Zugang):

e FEberhard Brommundt, Delf Sachau: Schwingungslehre mit Maschinendynamik

o Kurt Magnus, Karl Popp, Walter Sextro: Schwingungen

e Jiirgen Dankert, Helga Dankert: Technische Mechanik (Kapitel 31)
Konsultieren Sie auch Wikipedia und andere Internet-Quellen. Stellen Sie verschiedene Defi-
nitionen zusammen und vergleichen Sie.

AUFCGABE 1.2. z1(t) und z2(t) seien Losungen der homogenen Gleichung[1.4 Man zeige, dass
auch x1 + xo eine Losung ist.

AUFGABE 1.3. x(t) sei eine Lisung von und o eine Konstante. Man zeige, dass auch
a - x(t) eine Losung ist.

AUFGABE 1.4. z1(t) und z2(t) seien Lésungen der inhomogenen Gleichung[1.1 Man zeige,
dass x1 — xo eine Ldésung von 1st.

AUFGABE 1.5. Im System aus Abbildung sei die wirkende Kraft die Schwerkraft. Die
Differentialgleichung lautet also: mZ + bt + kx = mg.

(a) Berechnen Sie die Losung x(t) = xog = const, die der Gleichgewichtslage des Systems
entspricht.

(b) Zeigen Sie: Die Koordinatentransformation y = x—xq fihrt auf eine homogene Gleichung.
(c) Begriinden Sie: ein konstanter Kraftterm auf der rechten Seite der Gleichung ver-
schwindet durch geeignete Koordinatentransformation.

2. Ungedédmpfte freie Schwingung

Die Losung der homogenen Bewegungsgleichung ohne Diampfung

(1.6) ma + kx = 0.

nennt man ungeddmpfte freie Schwingung. Die charakteristische Gleichung (1.5) hat dann die
Gestalt

M4 wi=0
und die Losungen sind A = 4-iwy. Damit hat (1.6) die Fundamentallésungenﬂ ekt und e Wt
Die allgemeine Losung von ([1.6|) ist daher

(1.7) z(t) = a1e™rt + age ™t

2Basis des Losungsraumes — linear unabhéngige Losungen, aus denen sich durch Linearkombination jede
mogliche Losung bilden lasst.



12 1. FREIE SCHWINGUNGEN

Steigung z(0)

» 27
Wi “ Wi ;
ABBILDUNG 1.2. Ungedampfte freie Schwingung mit Periode T = 3—:, An-

fangswert 2(0) und Anfangsgeschwindigkeit 2:(0). Amplitude p und Phasen-
verschiebung ¢ entsprechend Gleichung sind ebenfalls eingetragen.

Mittels der EULERSCHEN FORMEL

(1.8) ' = cos(a) + isin(a)
erhalten wir mit a = +wyt daraus
z(t) = (a1 + ag) cos(wyt) + i(a1 — az) sin(wgt).

Wir konnen die allgemeine Losung daher auch in der Form

(1.9) z(t) = Asin(wgt) + B cos(wit)

schreiben. Dabei ist zu beachten, dass wy, nur von m und k&, und A und B von den ANFANGS-
BEDINGUNGEN, also von den Grofien 2(0) und #(0) abhéngen. Es ldsst sich leicht nachrechnen:

(1.10) 2(t) = xogz) sin(wit) + 2(0) cos(wt) |
also
(1.11) 4=29 B 0).
wk

Der typische Verlauf einer derartigen ungedédmpften freien Schwingung ist in Abbildung
dargestellt. Man kann x(t) auch auf die Form

(1.12) x(t) = pcos(wit — @)
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bringen: eine Kosinus-Schwingung mit Amplitude p und Phasenverschiebung . Fiir die Um-
rechnung zwischen den beiden Formen zerlegt man die rechte Seite von Gleichung mit
den Additionstheoremen der Winkelfunktioner[J

pcos(wit — @) = pcos(wgt) cos v + psin(wit) sin ¢
Koeffizientenvergleich mit der rechten Seite von Gleichung
B cos(wgt) + Asin(wit) = pcos(wyt) cos ¢ + psin(wgt) sin ¢
ergibt

A = psinp,
B = pcosep.

Es ist A% + B? = p?(sin? o + cos? ¢) = p?, also

Umrechnung zwischen den Losungs-Schreibweisen und :

p=VA?+ B2
(1.13) A
tan ¢ = B

Achtung beim Auswerten von ¢ = arctan(A/B): bei Phasenverschiebungen |p| > /2, das ist
bei negativem B, liefern die meisten Taschenrechner den Winkel in der um £180° falschen
Richtung! Wenn Sie sich nicht sicher sind, zeichnen Sie in einem Koordinatensystem den
Vektor vom Ursprung zum Punkt z = B,y = A und lesen den Winkel zur x-Achse ab. In
Programmiersprachen wie C, C++, Java, Python, R oder MATLAB gibt es dazu die Funktion
atan2(A,B)[]

Man nennt ¢ den PHASENWINKEL oder die PHASENVERSCHIEBUNG, und p die AMPLITUDE.
Die Zusammenhéinge zwischen wyt, p, ¢, A und B sind aus dem in Abbildung[1.3|dargestellten
ZEIGERDIAGRAMM zu erkennen. Die Schwingung entspricht hier einem rotierendem Zeiger.

AUFGABE 1.6. Man kann x(t) = Asin(wyt)+B cos(wit) auch in der Form x(t) = psin(wyt + )
schreiben. Driicken Sie p und v durch A und B aus.

AUFGABE 1.7. Jemand mdchte die allgemeine Losung von Gleichung[1.6 in ,besonders allge-

meiner Form* x(t) = Asin(wit + 1) + B cos(wit — @) schreiben. Warum ist das keine geniale
Idee?

3Additionstheoreme der Winkelfunktionen:

sin(a+ f) =sinacosf + cosasinf , cos(awx B) = cosacos B Fsinasinf .

4Und fiir weitere Verwirrung sorgt, dass andere Anwendungen die Reihenfolge der beiden Argumente ver-
tauschen: MATLABs atan2(A,B) entspricht in Mathematica ArcTan[B,A], in meiner Version von LibreOffice
schreibe ich dafiir ATAN2(B;A).
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Im

wt

pcos(wt — )

ABBILDUNG 1.3. Das Zeigerdiagramm illustriert in der Projektion auf die reel-
le Achse die Gleichung A sin(w?)+ B cos(wt) = pcos(wt — ¢). Die Beziehungen
A% + B? = p? und tangp = % lassen sich aus den entsprechenden rechtwinke-
ligen Dreiecken direkt ablesen.

Zusammenfassung 1.1

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
mz +kx =0
ist die freie Schwingung
z(t) = p cos(wit — ).
Dabei hingt die kritische Frequenz

k
wg =14/ —
m
nur von m und k ab, die Amplitude p und die Phasenverschiebung ¢ von den Anfangs-

bedingungen.

Auch die Beziehungen nd wollen wir besonders hervorheben.
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Schwingungen der Form

z(t) = a1e™ 4 age™ ™" oder
x(t) = Asinwt + B coswt oder
x(t) = pcos(wt — ) oder
z(t) = psin(wt + ¢)

heiflen HARMONISCHE SCHWINGUNGEN.

(Das gilt ganz allgemein, wir schreiben deshalb w, nicht wy.)

Die Summe zweier harmonischer Schwingungen mit gleicher Frequenz ist wieder eine
harmonische Schwingung. Insbesondere lésst sich eine Summe aus Sinus- und Cosinus-
schwingung auf eine einzige Sinus- oder Cosinusschwingung mit Phasenverschiebung
umrechnen.

A sin(wt) + B cos(wt) = p cos(wt — ) = p sin(wt + 1)

Dabei berechnet sich p = v/ A? + B? nach dem Pythagoriischen Lehrsatz (siche Zei-
gerdiagramm) und tanp = A/B, tany = B/A.

Sind die Frequenzen verschieden, kann das Ergebnis ganz anders aussehen. Die Summe von
zwei harmonischen Funktionen mit nahe beisammen liegenden Frequenzen wird als SCHWE-
BUNG bezeichnet. Siehe dazu die Schwingungsformen-Galerie im Abschnitt

BEispIEL 1.1. Der Prellbock auf einem Eisenbahnabstellgleis sei durch eine Feder und ein dazu
paralleles, geschwindigkeitsproportionales Dampfungsglied modelliert. Die Federkonstante sei
2-10°Nm~!. Wie grof muss die Diémpfungskonstante sein, damit fiir einen Waggon von
25.000 kg der Dampfungsgrad 1,2 ist?

BEISPIEL 1.2. Ein Abfallfass von 50 cm Durchmesser und 60 kg Eigengewicht enthalte Abfall
der Dichte 1000 kg/m3. Das Fass wird durch ein Stahlkabel von 30 mm Durchmesser (E =
210 - 10 N/m?) hochgezogen. Bei einer Seillinge von 10m wird eine Schwingung des Fasses
in senkrechter Richtung von 40 Hz festgestellt. Welches Volumen hat der Abfall im Fass?

Hinweis Die Federkonstante k eines Kabels der Linge £ mit dem Durchmesser d und dem
ELASTIZITATSMODUL F geniigt der Beziehung
d*E

k= 17
BEISPIEL 1.3. Gegeben sei ein diinner Balken der Masse m. An seinem linkem Ende ist eine
Masse M angebracht, rechts wird er durch eine Feder gehalten und laut Skizze [I.4 unterstiitzt.
Der freie Parameter seiner Bewegung sei die Winkelauslenkung ¢ des Balkens um sein Lager
im positiven Drehsinn.
Man stelle die Bewegungsgleichung auf und bestimme die Eigenfrequenz.

BEISPIEL 1.4. Eine zylindrische Boje von 60 cm Durchmesser schwimme mit vertikaler Achse
im Wasser. Wird sie ein wenig niedergedriickt und ausgelassen, schwingt sie mit einer Frequenz
von 2 Hz auf und ab. Die Schwingung sei ungedémpft, die Dichte vom Wasser 1kg/dm?, und
die Erdbeschleunigung 10m/s.

Wie schwer ist die Boje?
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2143 L2

=0
>

ABBILDUNG 1.4. Balken mit Feder

AUFGABE 1.8. In einem Feder-Masse-System bewirkt das Figengewicht der Masse eine Deh-
nung d. Geben Sie eine Formel fir die Schwingungsperiode in Abhdngigkeit von d und der
Fallbeschleunigung g an.

AUFGABE 1.9. Ein 300 kg-Block steht auf vier gleichartigen Federn der Steifigkeit 2,3-10° N/m.
Man bestimme die kritische Frequenz in Hertz.

AUFGABE 1.10. Gegeben seien die Anfangsbedingungen x(0) und &(0) einer ungeddmpften
freien Schwingung mit der Eigenfrequenz wy. Leiten Sie die Beziehung

z(t) = xu(}(]j) sin(wgt) 4+ z(0) cos(wyt)

her.
AUFGABE 1.11. Man berechne die Ldésung der Gleichung fiir vorgegebene Anfangsbedin-
gungen x(0) und z(0).
(1) Man bestimme die Lisung in den Unbestimmten m, k, x(0), und z(0).
(2) Man bestimme die Lisung fir m = 5kg, k = 10N/m, x(0) = 0, und £(0) = 1m/s.
(3) Man skizziere das Schaubild fir die ersten 10 Sekunden.

AUFGABE 1.12. Gegeben sei die Boje von Beispiel[I.4. Wie grof ist die Periode in Salzwasser
mit der Dichte 1,2kg/dm?® ﬂ

3. Gedampfte freie Schwingung
Die Differentialgleichung der geddmpften freien Schwingung ist
mi + bt +kx =0,

das ist Gleichung (1.1)) mit rechter Seite F' = 0. Ihre charakteristische Gleichung ist die
quadratische Gleichung (|1.5]),
M 4200 +wil=0

mit den beiden Losungen

5Diese Aufgabe hat jemand formuliert, der mit der typischen Dichte von Meerwasser nicht vertraut ist. Hier
wére die spannendere Frage: “wo schwimmt die Boje?”
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A=—-6+,/62—wi

Der Term 62 —w,% unter der Wurzel kann positiv, negativ oder null sein; fiir die Unterscheidung
der Falle ist es iibersichtlicher, wi herauszuheben und mit dem Dampfungsgrad

1)
D= —
Wi
in einer der beiden Formen
—w,% (1-— D2)
52 — w,% =
R (D?— 1)

zu schreiben. Je nachdem, ob 0 < D < 1, D = 1 oder D > 1, lautet die Losung der
quadratischen Gleichung also

—0 + w1 — D?
(1.14) A= —0

—J+wrvD?2 -1

Dem entsprechend ergeben sich drei unterschiedliche Lésungstypen.

3.1. Unterkritische Dampfung 0 < D < 1. Setzen wir

wp = wip\V1— D2,

dann erhalten wir
A=—-0=+1 wWp.
Man nennt wp die Kreisfrequenz der GEDAMPFTEN FREIEN SCHWINGUNG.

Die Funktionen

—dt+iwpt —dt—iwpt

t—e und t—e

bilden eine Basis des Losungsraumes (ein Fundamentalsystem). Die allgemeine Losung lautet
also

—dt+iwpt 4 ase
wobei a; und ag von den Anfangsbedingungen abhéngige Konstante sind. Durch Umformung
erhalten wir zunéchst

x(t) = ae 75t7ith7

x(t) = e_ét(awith + aze_ith),

und daraus, analog zur Herleitung von (1.9) aus (1.7))

(1.15) z(t) = e % (Asinwpt + B coswpt).

Unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen ist

x(t) _ 6751‘/ <$(O) + 6‘T(0)

= sinwpt + z(0) cos th> .
wp
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ABBILDUNG 1.5. Geddmpfte freie Schwingung. Die beiden Hiillkurven ver-
deutlichen das exponentielle Abklingen. Zur Zeit t = % ist die Schwingung um
den Faktor % ~ 0,368 abgeklungen.

Auch hier kénnen wir die Lésung analog zu in der Form

(1.16) z(t) = pe~ cos(wpt — )

schreiben, wobei

. 5 |
PZ\/<$(O)+M<O)> +2(0)2 und tannp:M‘

wp wp x(0)

Offensichtlich gilt
lim z(t) = 0.

t—o0
Das bedeutet, dass der homogene Anteil der Losung asymptotisch verschwindet. Fiir uns ist
also hauptséchlich die particuldre Losung von Interesse.

Der Verlauf einer GEDAMPFTEN FREIEN SCHWINGUNG ist in Abbildung [1.5] dargestellt. Wir
fassen zusammen:

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
mz + bt + kx =0
bei unterkritischer Dampfung 0 < D < 1 ist die geddmpfte freie Schwingung
z(t) = pe~% cos(wpt — ).

Die Grofien 0, D, und wp = w1 — D? hiingen nur von m, b, und k ab; p und ¢ von
den Anfangsbedingungen. Mit ¢ — oo strebt z(¢) — 0.

Wir betrachten nun die lokalen Maxima von z(t). Dazu setzen wir
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ot

x(t) = —5pe 0 cos(wpt — @) —wppe” * sin(wpt — ¢) = 0.

Durch elementare Umformungen ergibt sich daraus

d cos(wpt — @) +wp sin(wpt — ) = 0,

cos(wpt —p — ) =0,
wobei tant) = wp/J. Setzen wir nun 0.B.d.A %(0) = 0 fest, so wird tan ¢ = §/wp = Dwy/wp
und damit ¢ + ¢ = 5. Wegen

T
sinwpt = cos <th — 5)

treten die Maxima an den Stellen %n auf. Setzen wir nun z,, = = (%n), S0 ist

Tn 2Dk
e “D

Tn41
Dieses Verhéltnis ist also konstant. Man nennt

Ty :27rDﬂ: 2w D

d=1lo  ———
& Tnil wp V1 -—D?2

das LOGARITHMISCHE DEKREMENT. Fir kleine D ist

d~2rD.

Das Verhéltnis aufeinanderfolgender Maxima der freien gedédmpften Schwingung
z(t) = pe~® cos(wpt — @)
ist konstant. Der Logarithmud’] dieses Verhéltnisses wird als logarithmisches Dekrement

bezeichnet und hat den Wert
2D

V1—-D?

%natiirlich der natiirliche!

Fiir eine Messung kann es giinstiger sein, nicht das Verhéltnis unmittelbar aufeinanderfolgen-
der Maxima zu bestimmen, sondern erst nach k£ > 1 Perioden zu vergleichen. Es besteht der
einfache Zusammenhang
1 T
d= =log —
k Tn+k

AUFGABE 1.13. Gegeben sei ein Prellbock mit der Federkonstanten k = 2 -10°N/m und der
Démpfungskonstanten b = 1,7-10° Ns/m. Berechen Sie die Eigenfrequenz und den Diampfungsgrad
fiir einen leeren Eisenbahnwaggon (Eigengewicht 4500kg).
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AUFGABE 1.14. Beobachtet man gedampfte freie Schwingungen experimentell, ist es beliebt,
die Anzahl der Zyklen zu zdhlen, die notwendig sind bis sich die Amplitude auf 50 Prozent
reduziert hat. Man leite mit Hilfe der Formel fiir das logarithmische Dekrement folgende
Niherungsformel zur Berechnung dieser Zyklenzahl her:

1
2w D

n= log 2.

Faustregel: Zusammenhang Démpfungsgrad D <> Anzahl n,/, der Zyklen bis zur
halben Amplitude

1 1
= D =~0,11—

ny/o ~ 0,11
1/2 D 2

AUFGABE 1.15. Bei kleiner Dampfung kann man das logarithmische Dekrement d durch die
Gesamtenergie U des Systems und die Energie AU, die pro Zyklus durch Dissipation verloren
geht ausdriicken. Man leite folgende Ndiherungsformel her:

AU
d— ﬁ.

Hinweis: Die in der Feder gespeicherte Energie bei der Auslenkung z ist kz?/2.

3.2. Kritische Didmpfung D = 1. Bei D = 1 gilt § = wy, also ist A = —§ eine Dop-
pelwurzel, vergleiche @ . Eulers Exponentialansatz z(t) = eM liefert nur eine Basislosung.
Aber bei einer doppelten Wurzel, und nur genau in diesem Fall, ist 2(t) = te’ eine weitere
unabhéngige Losung. (Aufgabe verlangt, das nachzurechnen.)

Die Funktionen

ot

t— e und ¢ te 0t

bilden also eine Basis des Losungsraums.
Die allgemeine Losung lautet in diesem Fall

(1.17) z(t) = (A + Bt)e™

oder, unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen,
z(t) = [2(0)(1 + 6t) + &(0)t]e .

Da e~% iiberall positiv ist, hat z(¢) hochstens eine Nullstelle (aufler z(t) = 0). Es gibt also
keine Oszillation, man sagt, das System ist NICHT SCHWINGFAHIG. Auflerdem ist

also strebt z(t) — 0 fiir ¢ — oo.
Der Verlauf einer geddmpften Schwingung bei kritischer Dampfung im Vergleich zu anderen

Diampfungsgraden ist aus Abb. ersichtlich.
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ABBILDUNG 1.6. Unter-, iiber- und kritisch geddmpfte Schwingungen. Bei
kritischer Dampfung D = 1 klingt die Auslenkung fiir ¢ — oo am schnellsten
ab. Die Zeichengenauigkeit reicht allerdings nicht aus, um den Unterschied
zwischen D = 0,7 und D = 1 zu erkennen.

@(0): <0

ABBILDUNG 1.7. Uberkritische Dampfung: Typischer Verlauf fiir zwei ver-
schiedene Anfangsgeschwindigkeiten. Hochstens ein Extremum und hochstens
ein Nulldurchgang kénnen auftreten
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Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
mZ + bt + kx =0
bei kritischer Dampfung D = 1 ist
z(t) = (A + Bt)e .

Dabei hingt ¢ nur von m und b ab, A und B von den Anfangsbedingungen. Mit ¢ — oo
strebt x(t) — 0.

Im Vergleich zu unter- und tiberkritischer Dampfung klingt bei kritischer Dédmpfung
x(t) am raschesten ab.

3.3. Uberkritische Dampfung D > 1. In diesem Fall ist

A=—-dtwpVD?—1.

Setzen wir w* = wiv D? — 1, so erhalten wir die allgemeine Losung

z(t) = e (a1e”"t + age™"),

die man unter Verwendung der Beziehungen

ew*t —e w*t
sinh(w7t) = S,
w*t —w*t
cosh(w*t) = %,

auch in der Form
z(t) = e % (Asinh(w*t) + B cosh(w*t))

schreiben kann. Auch in diesem Fall hat z(¢) hochstens eine Nullstelle, wenn z(t) # 0. Auch
dieses System oszilliert nicht und wird als nicht schwingfihig bezeichnet.
Wegen

—5+w*:—5+wk\/ﬁ:wk (VD2—-1-D)<0
und
—0—w" <0
ist offensichtlich, wie im Falle unterkritischer und kritischer Dampfung

lim z(t) = 0.

t—o00

Wir fassen zusammen:
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Die allgemeine Losung z(t) der homogenen Gleichung
mZ +br+kx=0
bei iiberkritischer Dampfung D > 1 ist
z(t) = e % (Asinhw*t + B coshw*t).

w =wrvD? -1

nur von m, b und k ab, und A und B von den Anfangsbedingungen. Mit ¢ — oo strebt
x(t) gegen Null.

Dabei héngen § und

BEISPIEL 1.5. Gegeben sei die Gleichung
10z + 200z + 810z = 0,
Einheiten im SI-System. Ist das System schwingfiahig?

BEISPIEL 1.6. Ein 100 kg-Block ist mit einer Feder der Federsteifigkeit 1,5-10% N/m verbunden
sowie mit einem parallel dazu geschalteten viskosen Dampfer mit der Dampfungskonstanten
4900 Ns/m. Der Block habe bei Auslenkung Null die Anfangsgeschwindigkeit von 5m/s. Wie
grof} ist seine maximale Auslenkung Z,,qs7

BeispiEL 1.7. Ein Eisenbahnwaggon mit den Spezifikationen von Beispiel 1 fihrt auf den
Prellbock mit 20m/s auf. Wie grof§ ist die maximale Auslenkung des Vorstofles?

AUFGABE 1.16. Fin Fahrzeug mit 500 kg Figengewicht ist auf vier Federn montiert, deren
statische Auslenkung 1,5mm betrage. Wie grofi muss die Dimpfungskonstante b eines ge-
schwindigkeitsproportionalen Dampfungsgliedes sein, das zusdtzlich montiert wird (parallel zu
den Federn), damit der Dimpfungsgrad D = 1%

AUFGABE 1.17. Es sei A = —¢ eine Doppelwurzel der quadratischen Gleichung . Zeigen
Sie, dass die Funktionen

6761‘,7 tefét

eine Basis des Lisungsraums (ein Fundamentalsystem) bilden. (Sie miissen erstens zeigen,
dass es Lisungen sind und zweitens, dass es linear unabhdngige Funktionen sind.)

4. Galerie zur Schwingungslehre
Zusammenfassung und Veranschaulichung typischer Schwingungsformen

4.1. Periodische Schwingungen.

Harmonische Schwingung
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Uberlagerung zweier harmonischer
Schwingungen unterschiedlicher A A A
Amplitude, Phase und Frequenz

Nur bei rationalem A/\ M
Frequenzverhiltnis periodisch. \/ \/ \/ v v v

Partialsumme einer Fourierreihe \/ fﬂ\/ﬂ\/

4.2. Aperiodische Schwingungen.
Sinusverwandte Schwingungen.

Schwebung

Spezialfall einer /\ A N A /\ /\ /\ A N /\ A /\
amplitudenmodulierten Schwingung, v \/ \/ VAR v \/ \/ \/ \/ \/ \/ \/
bei rationalen Frequenzverhéltnissen

auch eine periodische Schwingung.

Abklingende Schwingung \/ v \/ \/ \/ VAYAY

T VT Y

Schwingung
typisches Beispiel: Anlauf eines
Rotors

Irrationales Frequenzverhdlinis.
Uberlagerung zweier harmonischer
Schwingungen mit irrationalem A /\ /\ A A /\ A
Frequenzverhiltnis \/ v v \/
sieht fast periodisch aus, ist ’s aber \/ \/ \/ v \/ \/ \/ \/ \/ \/
nicht.

Stochastische Schwingungen. Genauer: Schwingungen, denen ein stochastischer Prozess zugrunde-
liegt. Englischer Term: random wvibrations, kénnte man mit zufilligen (genauer: zufallsbeeinflussten)

Schwingungen {ibersetzen. Manche Autoren sprechen von regellosen Schwingungen, aber das ist ein
inkonsequenter Term, weil eben doch Regeln, nédmlich statistische GesetzméfBigkeiten, zugrundeliegen.

I
[

><

—

Breitband-Prozess

Schwingungen aus einem breiten
Frequenzbereich iiberlagern sich. Im
Extremfall: Weifles Rauschen
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Engband-Prozess

hauptséchlich Schwingungen aus
einem engen Frequenzbereich
iiberlagern sich.

4.2.1. Schwingungsihnliche Vorginge. Weisen gewisse Charakteristika von Schwingungen auf, (ei-
ne Groe wechselt mindestens einmal zwischen Steigen und Fallen), sind aber keine Schwingungen im
eigentlichen Sinn.

Kriechender Grenzfall

Sogenannter aperiodischer Grenzfall:
Losung der Schwingungsgleichung
bei D = 1.

. PN
_ \
Wiener-Prozess
Mathematisches Modell der
Brownschen Molekularbewegung
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5. Testfragen

(1) Wenn in einem ungeddmpften Feder-Masse-System die Masse um 10% erhoht wird, schwingt
das System etwa

a. 10% schneller c. 5% schneller e. gleich schnell
b. 10% langsamer d. 5% langsamer

(2) Man spricht von einem homogenen linearen System, wenn. .. (eine oder mehrere Antworten
moglich)
a...die Bewegung nur entlang einer geraden Linie erfolgt;
b...es einer linearen Differentialgleichung gehorcht;
c...es periodische Schwingungen ausfiihrt;
d...die Summe z;(t) + x2(t) und das Produkt x(t) - x2(t) zweier Losungen ebenfalls
Losungen sind;
e...mit z1(t), z2(t) und A € R auch z1(¢) + Ax2(t) eine Losung ist.
(3) Ordnen Sie den Differentialgleichungen fiir = xz(t) die Beschreibungen zu (verbinden Sie
entsprechende Punkte durch Pfeile)!

I =2t
homogene lineare Gleichung O
52 +3x=0
inhomogene lineare Gleichung O
T+tr=1

nichtlineare Gleichung OF
F+sinz =0

(4) Gegeben sind eine Differentialgleichung und Anfangsbedingungen,
249 =0, z(0)=3, z(0)=12
Geben Sie die Losung x(t) an
a...als Summe von Sinus- und Cosinustermen;
b...als phasenverschobene Cosinusfunktion;

c...als Linearkombination von Exponentialfunktionen.
(5) Fiir ein Feder-Masse-Dampfer-System ma + b + kx = 0 lauten die Parameter

m = 0,05 kg, b=0,01Ns/m, k=0,2N/m

a. Berechnen Sie die Werte von 4, wi und D.
b. Wie lange dauert es groBenordnungsméfig (...100s,10s,1s,0,1s...), bis die Schwin-
gungsamplitude um eine e-Potenz abgenommen hat?

c. Wie lange dauert groBenordnungsméfig eine Schwingung?

(6) Geben Sie eine partikuliire Losung der Gleichung 1% + 2 + 3x = 126 an.
Geben Sie fiir diese Gleichung auch die Werte fiir wy, 0, D an.



KAPITEL 2

Harmonische Erregerkrifte

Das Thema dieses Kapitels sind erzwungene Schwingungen von Systemen mit einem Freiheits-
grad bei harmonischer Erregerfunktion F. ,Harmonisch“ bedeutet: F ist eine (im allgemeinen
auch phasenverschobene) Sinus-, Cosinus- oder komplexe Exponential-Funktion der Zeit ¢, al-
so beispielsweise

F(t) = psin(wt)
F(t) = pcos(wt + 1)
F(t) = pexp(iwt)

Es gilt Gleichung (|1.1)) hier in der Form

(2.1) mi + bt + kx = F mit harmonischem F' .

Die allgemeine Losung x(t) = xp(t) + x,(t) dieser Gleichung ist die Summe einer allgemeinen
Losung zp,(t) der homogenen Gleichung

(2.2) mZ + bx + kx =0

und einer partikuldren Losung x,(t) der inhomogenen Gleichung . Die Losungen der ho-
mogenen Gleichung haben wir im vorigen Kapitel ausfiihrlich behandelt. In diesem Abschnitt
wollen wir uns nun auf die Suche einer partikuldren Losung x, konzentrieren.

Die allgemeine Losung lésst sich, falls zwei unterschiedliche partikulére Losungen ;1 und xp2
bekannt sind, schreiben als

T = Tp1 + Tpl = Th2 + Tp2

mit entsprechend unterschiedlichen homogenen Lisungen x5 und xps. Aber bei vorhandener
Dampfung streben beide homogenen Lésungen nach null. Daher unterscheiden sich die beiden
partikuldre Losungen beliebig wenig, wenn ¢ nur grof§ genug ist. Somit konvergieren alle
anfangs unterschiedlichen Lésungen mit wachsendem ¢ zu einer partikuldren Losung, der
DAUERLOSUNG. Im Allgemeinen ist es genau diese (von allen abklingenden Termen freie)
Dauerlésung, an der wir interessiert sind.

Die Losungen der homogenen Gleichung beschreiben von den Anfangsbedingun-
gen abhingige EINSCHWINGVORGANGE. Nach deren Abklingen stellt sich die DAU-
ERLOSUNG ein.

27
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1. Ungediampfte erzwungene Schwingungen
Fiir b =0 und F(t) = Fpsin(wt) haben wir die Gleichung
(2.3) mi + kx = Fpsin(wt)
zu 16sen. Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist von der Form
x(t) = zp(t) + xp(t),
wobei, wie wir schon gezeigt haben,
xp(t) = Asin(wgt) + B cos(wyt)
ist. Um eine partikulére Losung x,(t) zu finden, versuchen wir den Ansatz
xp(t) = gsin(wt)

und bestimmen die unbekannter Amplitude ¢. Es geniigt nur sin-Terme zu betrachten, weil
in der Gleichung nur die Funktion und deren zweite Ableitung vorkommt. Nachdem die
zweite Ableitung von ¢sin wieder ein Vielfaches von sin ist, kann kein cos-Term vorkommen
und es geniigt dieser Ansatz. Einsetzen in liefert

—mqw? sin(wt) + kgsin(wt) = Fysin(wt) .
Nun sin(wt) kﬁrzelﬂ, g herausheben,
q(—mw?® + k) = Fy,

woraus, falls k # mw?, folgt
ok —mw?
Aber es ist besser, ¢ noch nicht explizit auszudriicken, sondern zuerst durch k£ zu dividieren,

E
q(—ﬂoﬂ-f—l):—o.

q

k k
Wir verwenden % = w,%, die kritische Frequenz, und erhalten
w? Fy
2.4 ——+1)=—.
24 ()5

Die maflgebliche dimensionslose Gréfie bei erzwungenen Schwingungen ist das Verhéltnis von
Erregerfrequenz w zu kritischer Frequenz wy,.

. w
FREQUENZVERHALTNIS 1) = —
Wi

Damit vereinfacht sich Gleichung (2.4]) zu

F
a(l=n") = 77 .

Nun unterscheiden wir zwei Félle, je nachdem ob n # 1 oder n = 1 ist.

IDje Gleichung muss fiir alle Werte von ¢ gelten, insbesondere fiir solche, wo sin(wt) # 0. Dann darf man
kiirzen.
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Unkritische Erreqgung mitn # 1. In diesem Fall spricht man von unter- oder tiberkritischer
Erregung, je nachdem, ob n < 1 oder n > 1 gilt. Dann diirfen wir durch (1 —7?) dividieren.
Die Amplitude q ergibt sich zu
Fr 1
k 1-n2"

q:

Damit lautet die allgemeine Losung

E
z(t) = Asin(wgt) + B cos(wyt) + —>

1
g sin(wt).

Wir bemerken dazu:

e Es treten zwei Frequenzen in der Losung auf: die kritische Frequenz wy und die
Erregerfrequenz w. Man spricht in diesem Zusammenhang von EIGENFREQUENZ und
AUFGEPRAGTER FREQUENZ.

o Nur Asin(wyt)+B cos(wyt), die Losung der homogenen Gleichung, (freie, ungedampfte
Schwingung mit der Eigenfrequenz des Systems) héngt von den Anfangsbedingungen
ab.

e Ungeddampfte Schwingungen sind eine Idealisierung. Reale Systeme sind immer geddmpft.
Auch wenn diese Dampfung noch so klein ist, irgendwann klingen freie Schwingun-
gen ab. Langfristig betrachtet, im Limes ¢ — oo, bleibt nur der von der Stoérfunktion
herrithrende Term in der Losung der inhomogenen Gleichung bestehen. Man spricht
in diesem Zusammenhang von der DAUERLOSUNG

E 1
x(t) = ?O TP sin(wt)
des Systems. Sie schwingt mit der aufgeprédgten Frequenz und héngt nicht von den
Anfangsbedingungen ab.
e Es ist Fy/k die Auslenkung, die bei rein statischer Wirkung von Fj auf das System
auftreten wiirde. Man nennt Fj/k die STATISCHE AUSLENKUNG.
e Der dimensionslose Faktor 1/(1—7,?) kann als Amplitudenverhiltnis gedeutet werden.
Im Verhéaltnis zur statischen Auslenkung vergroiert sich die Amplitude im dynami-
schen Fall um diesen Faktor. Man nennt den Betrag dieses Verhéltnisses

V =

1 —n?|
die VERGROSSERUNGSFUNKTION.
e Bei unterkritischer Erregung hat 1/(1—n?) positives Vorzeichen. Das bedeutet, Erre-
gerkraft und Auslenkung schwingen mit gleicher Phase. Bei iiberkritischer Erregung
wechselt das Vorzeichen, Erregerkraft und Auslenkung schwingen gegenphasig.

Kritische Errequng mit n = 1. Im Fall n = 1, d.h. fiir w = wy, fithrt der Ansatz von vorhin
zu keiner Loésung. Hier setzen wir

xp(t) = gt cos(wt).

Im Prinzip fehlt hier der sin-Term. Wenn wir ihn aber hinzunehmen, werden wir erkennen,
dass er sich wegkiirzt und somit dieser Ansatz bereits geniigt.
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Dann sind

Zp(t) = qcos(wt) — qtwsin(wt)
ip(t) = —2qwsin(wt) — gtw? cos(wt) .

In (2.3) eingesetzt ergibt das
. 2 2 FO .
—2quw sin(wt) — qtw* cos(wt) + qtw* cos(wt) = — sin(wt),
m

also

Die allgemeine Losung lautet daher

F
x(t) = Asin(wyt) + B cos(wgt) — ?O %t cos(wgt) .

Die Amplitude der partikuldren Losung wdchst mit der Zeit t linear an. Man spricht von der
RESONANZKATASTROPHE, siehe Abbildung

z(t)

A

ABBILDUNG 2.1. Resonanzkatastrophe. Die Hiillkurven verdeutlichen: Die
Amplitude wichst linear mit der Zeit.
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2. Gedampfte erzwungene Schwingung

Wir verwenden statt F(¢) = Fy sin(wt) den komplexen Kraftterm F(t) = Foe™* = Fy(cos(wt)+
isin(wt)). Gehen wir mit dem Ansatz

F .
(2.5) z,(t) = fﬂ(w)ewt
in die Gleichung

mi + bi + kx = Fye™? |

so erhalten wir

m ib -
H 2 e 1 wt __ iwl
(w)( Y —I—kw—i- )e e
Dabher ist
1
(2.6) H(w) =

_m,2 4 ib !
T W —|—kw—|—1

wenn —%wQ + %w + 1 # 0. Fithren wir wieder das Frequenzverhaltnis n = :’—k ein, so kdnnen
wir H(w) auch als H(n) in der Form

1

27) HO) = 1= Dy

darstellen, wobei H(n) genau dann nicht erklédrt ist, wenn (n, D) = (1,0) ist, also im Fall
der Resonanzkatastrophe. Da wir diesen Fall schon betrachtet haben, kénnen wir H(n) als
wohldefiniert voraussetzen.

Die Funktionen H(w) bezichungsweise H(n) beschreiben den Zusammenhang zwischen Erre-
gerkraft F'(t) und Auslenkung z(t) bei Frequenz w. Einfach gesagt: eine Erregung mit Frequenz
w wirkt sich mit einem Faktor H(w) auf das Ergebnis aus. Man nennt H (w) (beziehungswei-
se H(n) — sie beschreibt denselben funktionalen Zusammenhang, nur mit der Substitution
n = w/wy einfacher geschrieben) daher die Frequenziibertragungsfunktion, oder auch nur
UBERTRAGUNGSFUNKTION.

Fiir Betrag und Argument (Phasenwinkel) von H(n) ergibt sich

1
(2.8) V=|Hl =
V(L= %)%+ (2Dn)?
—2D
(2.9) arg H = arctan — 77727

Wir definierten den Phasenwinkel ¢ mit umgedrehten Vorzeichen,

¢ 2Dn

= arctan ——

¢ TP

und driicken die komplexe Grofle H(n) durch Vergréfierungsfunktion V' und Phasenwinkel
aus.

H(n) = Ve ™ |
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Die partikulédre Losung ist somit

xp(t) = ?OVe*w et = ?OVeZ(“’t*“D) .

Niitzliche Beziehungen beim Umformen: Aus den Definitionen
w

b
D = und = —
2V km g Wk

lassen sich b und w ausdriicken:
2Dk k
b=2Dmwy = —— =2DVkm, Ww=nwr =14/ — .
Wk m

Das vereinfacht die Umformung von (2.6]) zu (2.7]), oder von (2.10)); auch in Abschnitt
helfen diese Formeln.
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Geometrische Herleitung: Zeigerdiagramm der Kraftvektoren. Die Kraftterme
in der Schwingungsgleichung als Zeiger in unterschiedlichen Farben dargestellt.

mi —l—‘b_i‘—i-lm: Fy exp(iwt)

Mit dem Ansatz (beachte: es sind hier m, b, k, Fy,w € R, aber g € C!)

T = gexp(iwt)
T =iwqexp(iwt)
5

= —w?qexp(iwt)

gilt:

Federkraft: Amplitude k|g|, in Richtung des z-Zeigers.
Dampfungskraft: Amplitude bw|g|, um 90° dem z-Zeiger in Drehrichtung voraus.
: Amplitude , dem x-Zeiger entgegengesetzt.
Erregerkraft: Resultierende dieser drei Kraft-Zeigervektoren. Weil Fy reell ist, ldsst
sich an diesem Zeigervektor der Winkel wt ablesen.

Im

kla|

Im Zeigerdigramm l&uft der dem um den Winkel ¢ nach; man liest ab:

(2.10)
tanp =

Fy
V(k—mw?)? + b2w?

bw

o Fy = \ql\/(k: — mw?)? 4+ b2w? | und daraus |q| =
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Die dimensionsbehafteten Gréflen m, b, k und w lassen sich durch D und 7 ausdriicken; dann
entspricht das Ergebnis den Gleichungen ([2.9) und (2.8)):
2Dn

tang = =20 und gl = L0 !
ny = un = — .
A g % a2t 2Dy

Vom komplexen Ansatz zur reellen Losung. Dem Real- und dem Imaginirterm
der Erregerkraft F(t) = Fpe™? entsprechen Real- und Imaginiirterm der Losung. Zu Erreger-

kraften
P8 — sin(wt)
) =F cos(wt)

) sin(wt — ¢)
w(t) =3V {cos(wt —p)

Dabei ist Fy/k wieder die statische Auslenkung (die Auslenkung der Masse m bei statischer
Wirkung der Kraft Fj) und V der von 7 abhingige Faktor (,Vergrofilerungsfunktion“), um
den die Amplitude aufgrund der dynamisch wirkenden Erregerkraft vergrofiert wird. Wie im
ungedédmpften Fall hat die partikuliére Losung die Frequenz der Erregerkraft (AUFGEPRAGTE
FREQUENZ).

Die allgemeine Losung der Gleichung

(2.11) ma + bt + kx = Fjsin(wt)

hat bei unterkritischer Ddmpfung (Démpfungdgrad D < 1) die Form
x(t) = e (Asin(wpt) + Bcos(wpt)) + psin(wt — ¢)

mit

E 1 2D
:?OV, V = und tangozl_zz.

VA =122+ (2Dn)?’

p

Die Koeffizienten A und B werden durch die Anfangsbedingungen bestimmt.

£(0 0) dsingp —
A:aj( )+ 2(0)d + p(dsinp wcosgo)’ B = 2(0) + psin
WD
Die Abbildungen [2.2| und [2.3] zeigen den Verlauf von V und ¢ in Abhingigkeit von 7 fiir ver-
schiedene D. Eine Darstellung der komplexwertigen Funktion H (1) in Form von ORTSKURVEN
finden Sie am Ende des Kapitels, Seite

Verschwundene Démpfung. Wir beachten weiters, dass fiir n # 1

. . Fy
iy psin(wt =) =355

sin(wt)

ist, also die partikuldre Losung im gedédmpften Fall fiir D — 0 in die partikuldre Losung im
ungeddmpften Fall iibergeht.
Da der erste Term der allgemeinen Losung

x(t) = e~ Dwrt (Asin(wpt) + Bcos(wpt)) + psin(wt — ¢)
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von ([2.1)) mit ¢ — oo gegen Null geht, setzt man daher bei kleiner Ddmpfung oft als Dau-
erlésung -
o 1
x(t) = "
und spricht von VERSCHWUNDENER DAMPFUNG.
Das Schaubild der VergréBerungsfunktion (Abbildung|2.2)) zeigt: Die Kurve fiir Dampfungsgrad
D = 0,1 verlduft schon sehr nahe an der Kurve fiir D = 0, nur in der Ndhe von n = 1 gibt
es erkennbare Unterschiede; ab n > 1,5 fallen die Kurven in der Zeichnung zusammen. Fiir
7> 1 und D < 1 kann man also ndherungsweise mit der ungedampften Losung rechnen.

2.1. Aufgaben.

sin(wt)

AUFGABE 2.1. Gegeben sei die Gleichung
2% + 12% + 50z = 8sin(10¢)
(Einheiten im SI-System). Man berechne:

die kritische Kreisfrequenz wy,

die Kreisfrequenz wp,

den Dimpfungsgrad D,

die Amplitude p der stationdren Ldsung.

Antwort wy =5 rad/s, D =0,6 wp =4, n =2, p=0,0416.

AUFGABE 2.2. Gegeben sei eine lineare Differentialgleichung mit reellen Koeﬁzienterﬁ Zeigen
Sie: Ist x(t) eine Losung dieser Gleichung, dann sind sowohl Real- als auch Imagindrteil von
x(t) Losungen fir Real- beziehungsweise Imagindrteil der Storfunktion F(t), also

D(Rex) =Re(F(t)) und D(Imz)=Im(F(t)).
Hinweis Es geniigt zu zeigen, dass Re D(z) = D(Rex) ist, und Im D(z) = D(Imxz). Losen
sie die Aufgabe zuerst fiir die Gleichung

AUFGABE 2.3. Der Energieverlust pro Zyklus ist die von der Dimpfungskraft geleistete Arbeit

7{ bi:(t)dz.

Man berechne dieses Integral fiir die Dauerlosung der Gleichung|2.11]
Hinweis Es ist dx/dt = &(t), und daher dx = &(t)dt.

3. Resonanz

Wenn die Erregerfrequenz gleich der Eigenfrequenz eines Systems ist, spricht man oft von
RESONANZ. Bei einem ungeddmpften System wichst die Losung bei Resonanz unbegrenzt
an, wie wir gesehen haben. Bei geddmpften Systemen wird die maximale Amplitude aber
nicht fiir n = 1 erreicht, wie wir Abbildung entnehmen.

Wir wollen nun das Maximum von

1
V:

V@ =n?)%+ (2Dn)?

2Stellen Sie sich fiir D(x(t)) zuerst einmal den Term mé(t) + bi(t) 4 kz(t) vor (so wie in Gleichung , die
iiberlegungen gelten aber allgemein fiir lineare Differentialausdriicke der Form D(z(t)) = a,(t)z™ (t) 4+ --- +
az(t)Z(t) + a1(t)&(t) + ao(t)x(t)
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ABBILDUNG 2.2. Einflu} der Dadmpfung auf die maximale Amplitude. Darge-
stellt ist die Vergroflerungsfunktion V' (Gleichung in Abhéngigkeit von 7

und D.

bestimmen. Dazu geniigt es, das Minimum von 1/V beziehungsweise 1/V?2 zu ermitteln. Eine
dazu notwendige Bedingung ist

d‘f7[<1 ~ 2?4 (2Dn)] =0,

also
—2n-2(1 —n?*)+2D - 2(2Dn) =0

oder
n(2D* —147%) =0,

mit den Losungen 1 = 0 und n? = 1 — 2D2. Nun ist die zweite Ableitung

d2

d772{(1 —7)? + (2Dn)*} = 4(2D* — 1+ n* + 21°),

von 1/V? fiir = 0 nur dann positiv, wenn D > ? ist. Damit hat V fiir D >
Stelle = 0 ein Maximum. Da in diesem Fall die Gleichung 1% = 1 — 2D? keine reelle Losung

hat, ist dies das einzige Maximum.

? an der
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ABBILDUNG 2.3. Phasenverschiebung ¢ in Abhéngigkeit von Frequenz-
verhéltnis n fiir verschiedene Dampfungsgrade D. Alle Kurven gehen durch
den Punkt (n = 1, = 7/2). Das bedeutet: Fiir n = 1, also Erregerfrequenz
w gleich kritischer Frequenz wy, ist die Phasenverschiebung unabhéngig vom
Dampfungsgrad genau /2.

Ist D < g, so hat n? = 1—2D? genau eine positive reelle Lésung und %22(1 /V?) ist an dieser
Stelle positiv. Auch in diesem Fall hat V' genau ein Maximum, und zwar an der Stelle

(2.12) Nmax = V1 —2D? .
Fir D <« 1 gilt ndherungsweise
Tlmax ~ = D2 0

(Vergleichen Sie mit Abbildung Die strichlierte Kurve zeigt, wie sich die Lage des Ma-
ximums verschiebt. Sie kénnen in der Graphik nachmessen: die Verschiebung betragt fiir
D = 0,2 etwa D? = 0,04, und fiir D = 0,3 etwa D? = 0,09.)

Man beachte, dass

lim \/1-2D2? =0,

D—>§

und dass die Stelle n = 0 auch fiir D = @ das einzige Maximum ist.

Viele Autoren sprechen daher von RESONANZ bein = /1 — 2D? also w = wiv1 — 2D?%. (Man
vergleiche wp = wxV1 — D2.)

Der Wert von V an der Stelle n = v/1 — 2D? ist
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1
Vinax = ——.
" oDVl — D?
Fiir D <« 1 gilt in guter Naherung
1
Vmax ~ E

(Vergleichen Sie wieder mit Abbildung fir D = 0,2 sollte das Maximum laut Ndherungsformel
den Wert Vinax = 2,5 erreichen. Die Graphik zeigt: das Maximum liegt leicht dariiber; die ex-
akte Formel errechnet: Vi, = 2,552. Fiir D = 0,1 lasst sich in der Grafik kein Wert mehr
ablesen. Die Ndherung ergibt Vi,ax = 5, der exakte Wert ist Vijax = 5,025)

4. Resonanzschirfe

Es sei D < ? und 7,72 seien die Stellen, an denen V(n1) = V() = @Vmax, also die

Losungen der Gleichung

1 V21
VA —=n?)?2+(2Dn)? 4DV1-D?
Quadrieren wir beide Seiten und gehen wir zu Reziprokwerten iiber, erhalten wir die Gleichung

nt—2(1 -2D*n? +1-8D? +8D*' =0

und damit
Mo =1-2D*+2Dvy1- D2

Unter Vernachlissigung von D2-Termen (also fiir kleine D, sprich D < 1) folgt
Mg~ 142D,

oder
m,2 ~1xD.
Wiéhlen wir die Bezeichnung so, dass n; < 1 ist, so gilt

D%ﬁQ—m
2

Wie wir schon erwahnt haben, sind viele Systeme, die in der Praxis auftreten, nur annihernd
linear. In solchen Féllen méchte man gerne ein gutes lineares Ersatzsystem bilden. Dabei ist
eine gute Ndherung gerade im Resonanzbereich von besonderer Bedeutung ist. Haben wir
es also mit keiner viskoelastischen Démpfung zu tun und ist V als Funktion von 1 bekannt
oder experimentell bestimmbar (Abb. [2.4)), so sucht man die zwei Werte 1 < 72 mit V(1) =

V(ne) = g Vinaz und setzt den Dampfungsgrad D einer viskoelastischen Ersatzkraft durch

D:nz—m
2

fest.
Andere Verfahren, um VISKOELASTISCHE ERSATZKRAFTE festzulegen werden wir spéter ken-
nenlernen.
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Vmax T

Vmax
V2

—f—+ n

ABBILDUNG 2.4. Resonanzschéarfe

5. Anwendungsbeispiele

Die folgenden Anwendungsbeispiele sind, wenn man sie richtig ansetzt, mit den Methoden
dieses Kapitels 16sbar. Der unwuchtige Motor auf einem Fundament ist natiirlich ein Stan-
dardbeispiel - gréflere Motoren sind oft auf einem Fundament gelagert, eine kleine Unwucht
1483t sich kaum vermeiden. Man wiinscht, dass das Fundament moglichst wenig schwingt und
die iiber Feder und Dampfer in den Boden abgeleiteten Kréfte klein sind. Dabei kann Feder
und Démpfer auch eine Gummimatte sein oder der sogenannte gewachsene Boden.

Bei unserem Fahrzeugmodell geht die Erregerkraft, bedingt durch die Unebenheiten der Fahr-
bahn, vom Boden aus und wir sind an den Bewegungen und Beschleunigungen interessiert,
die auf das Fahrzeug (ohne Fahrwerk) wirken, also etwa auf den Fahrer.

5.1. Unwuchtiger Motor auf Fundament. Ein wichtiges Beispiel fiir ein geddmpftes
System mit harmonischer Erregerkraft ist der unwuchtige Motor auf einem Fundament. Die
Gesamtmasse des unwuchtigen Motors sei m, die Unwucht habe die Masse my im Abstand e

von der Drehachse. Als einfaches Modell nehmen wir an, dass nur ein Freiheitsgrad moglich
ist.

x(t)

m T(QIV\ FVQ\WLHSSNAO& )
7—p LQLQ | OK/
/{; o%
RN =

AN

//4/////// oz
Die Bewegungsgleichung lautet dannﬁ

3Ganz sauber lisst sich diese Gleichung mit dem Lagrange-Formalismus herleiten; es ist nicht vollig offensicht-
lich, ob m; nur rechts die Zentrifugalkraft ausgeiibt, oder auch zur Trigheitskraft rechts voll mit beitrégt. . .
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v =n? (@-n%? + @on)

D =0.05, 0.15, 0.25, 0.35, 0.45

0 0.5 1 15 2
n

ABBILDUNG 2.5. Vergroflerungsfaktor fiir einen Motor mit Unwucht.

2

(2.13) mi + bt + kx = myew” sin(wt) .

Das entspricht der Gleichung fir Fy = mjew?. Nach Division durch m und Einfiihrung
der dimensionslosen Grofie = my/m hat sie Gestalt

i+ 20% + wir = pew? sin(wt) .
Fiir die Amplitude p und die Phasenverschiebung ¢ der Losung
z(t) = psin(wt — )
erhalten wir dann wegen

2
Fy miew® mp  om 9
— = = —ew” — = puen

k k m k

die Darstellungen

pen?

* T G PR T EDip

und
2Dn
— 2
Wir beziehen bei der Berechnung des Vergréflerungsfaktors nun alles auf die nur vom System

und nicht von der Frequenz der Erregerfunktion abhingige GroSe pe und nicht auf pen?.
Damit hat der VergroBlerungsfaktor die Form

= t
= arctan 7

772

VA =1%)2+ (2Dn)?

Sein Verlauf ist in Abbildung [f] fiir verschiedene D dargestellt.

(2.14) V=
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Die Dauerlosung von (2.13) (Erregung durch rotierende Unwucht) lautet

z(t) = peV sin(wt — @) .

Interpretation:

Die Amplitude der Losung ist in Verhéltnis zur Exzentrizitit pe um den Faktor
V aus Gleichung verstirkt.

Fiir n =0 oder n < 1 ist V = 0, beziehungsweise V' < 1, das heif3t, in Ruhe,
oder bei Rotation weit unter der kritischen Kreisfrequenz, kommt es zu keiner,
beziehungsweise nur geringer Auslenkung.

Fiir n > 1, weit im tiberkritischen Bereich, strebt V' — 1, die Amplitude
néhert sich dem Wert pe. Der Schwerpunkt des Gesamtsystems bleibt in Ruhe,
Hauptmasse m — m; und exzentrische Masse m; rotieren gegenphasig um den
gemeinsamen Schwerpunkt.

Im kritischen Bereich 1 ~ 1 treten bei geringer Dampfung groffe Amplituden
auf. Beim Hoch- und Niederfahren eines Motors muss der kritische Bereich
rasch durchlaufen werden. Im Resonanzfall wichst die Amplitude linear an;
bei raschem Durchlaufen des kritischen Bereiches hat die Amplitude nicht
genug Zeit, sich auf grofle Werte aufzuschaukeln.

Bei grofler Dédmpfung zeigt V' nur geringe iiberhohung im kritischen Bereich.
Allerdings wichst dann die iibertragene Bodenkraft stark an (wird gleich an-
schlieflend erkldrt). Der Sinn einer abgefederten Lagerung ist die Abschirmung
der Unwuchtkrifte gegeniiber der Einleitung ins Fundament. Das ist nur bei
geringer Dampfung moglich.

41

Die Schwingungen der Masse iibertragen durch Feder und Dampfungsglied Krifte F,. bezie-
hungsweise F} auf den Boden. Die insgesamt iibertragene Bodenkraft Fio ergibt sich aus

Rot = Fc + Fb
= kx4 bi
= kpsin(wt — @) + bpw cos(wt — )
bw\? |
= pk\/1+ - sin(wt — B)
= pky/1+ (2Dn)?sin(wt — )

1 2Dn)?2 .
= puek 772\/(1 — 7]_{2_)5 - ?Q)D??)Q sin(wt — f) .

Wegen miew? = pekn? setzen wir den VergroBerungsfaktor fiir die Bodenkraft gleich

9 1+ (2Dn)?
TN @ =22+ 2D

Das Schaubild dieser Funktion ist in Abbildung[2.6 dargestellt. Man beachte, dass alle Kurven
durch den Punkt (1/2,2) gehen. Der Verlauf von Vj zeigt auch: geringer Dampfungsgrad fiihrt
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zu groflen Amplituden im Resonanzbereich. Hoherer Dampfungsgrad unterdriickt zwar die
Resonanzeffekte, bewirkt aber groflie Kraftamplituden bei zunehmender Drehzahl.

%1 + @DAMA(1-nH? + (20n)H 2

4.5

351

15¢

0.5r

ABBILDUNG 2.6. Bodenkraftamplitude fiir D = 0.05, 0.15, 0.25, 0.35, 0.45

Das Verhiltnis V; der Amplitude der auf den Boden iibertragenen Kraft zur Amplitude der
durch die Unwucht auf das System wirkenden Kraft bezeichnet man als DURCHLASSIGKEIT.

1+ (2Dn)? 1
deuecﬁz\/(l_ (2Dn)

n2)2 + (2Dn)2 miew?

Wegen
pekn® _ kn?
miew?  mw?

ist

B 1+ (2Dn)?
(2.15) Va= \/(1 —n?)* + (2Dn)*’

siehe die Abbildungen in Abschnitt[6} dort ist V; als Va dargestellt. Man erkennt am Schaubild:
geringer Dampfungsgrad fithrt zwar zu hohen Amplituden im kritischen Bereich um n ~ 1,
aber dafiir nimmt im {iberkritischen Bereich n > 1 die Durchléssigkeit rasch ab. Interpretation:
Die federnde Lagerung schirmt die an der Masse wirkenden Krifte zum Fundament hin ab;
man spricht von SCHWINGUNGSISOLIERUNG.

5.2. Modell eines Fahrzeugs. Das einfachste Fahrzeugmodell ist in Abbildung
dargestellt. Es ist ein einfaches Feder-Masse System mit Démpfung, das an der Basis durch
die Unebenheit der Fahrbahn erregt wird.
Wir wollen den Einfluss der Fahrbahn auf das Schwingungsverhalten des Fahrzeugs in Abhéngigkeit
von der Geschwindigkeit untersuchen, also die Auslenkungen, Beschleunigungen und Kréfte
berechnen. Dazu nehmen wir an, die Fahrbahnhthe y als Funktion des Weges s sei y =
Y sin(as). Bei konstanter Geschwindigkeit v ist also y = Y sin(avt). Mit der Bezeichnung
w = av wird das zu

y(t) = Y sin(wt).
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(@ +@oY(@-n?? + 2o

ABBILDUNG 2.8. Finfaches Fahrzeugmodell, Basiserregung

Die zu bestimmende Bewegung der Masse m sei z(t) (siche Abbildung [2.8). Wir erhalten die
Bewegungsgleichung

(2.16) mi(t) + b%(fﬂ(t) —y(t) + k (x(t) —y(t)) =0,

das ist mit y(t) = Y sin(wt)

(2.17) ma + bt + kx = bYw cos(wt) + kY sin(wt) .

Wir niitzen die Linearitdt: Die Erregerkraft setzt sich aus zwei Termen zusammen,
(2.18) p1 = bYwcos(wt)

(2.19) p2 = k'Y sin(wt)

mit entsprechenden partikuldren Losungen laut Gleichung

(2.20) x] = %V(n) cos(wt — )

(2.21) z2 = YV (n)sin(wt — ¢)
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Insgesamt ist die Dauerlésung z(t) die Summe der beiden Einzellosungen.

x(t) = %V(n) (bw cos(wt — ) + ksin(wt — ¢)),

wobei

2D 1
¢ = arctan 772 und V(n) = .
1=n V(T —1?)2 + (2Dn)?

Wir kénnen die Summe aus Sinus- und Cosinusschwingung zu einer reinen Sinusschwingung
mit zusétzlicher Phasenverschiebung ¢ = arctan(2Dn) umformen (vergleiche Zusammenfas-

sung [1.2).

bw cos(wt — @) + ksin(wt — ¢)
b
= k [sin(wt — )+ % cos(wt — )

= k[sin(wt — ) + 2Dn cos(wt — )]

= k+/1+ (2Dn)? sin(wt — ¢ + 1),

Daraus erhalten wir

(2.22) 2(t) = Y\/ L+ (2Dn)” 5 sin(wt =+ v)

(1 =n2)%+(2Dn

Alternativer Losungsweg. Ein Ansatz mit komplexer Exponentialfunktion hétte uns die
rechentechnisch mithsamen Winkelfunktions-Umformungen erspart.

(2.23) y(t) =Y exp(iwt) Erregerkraft (Imaginérteil davon ist Sinusschwingung)
(2.24) x(t) = X exp(iwt) Losungsansatz
Einsetzen in (2.16)) liefert sofort

k+1bw 14+172Dn
X_Yk—mw2+ibw _Yl—n2+i2D77
Der Betrag des komplexen Bruchterms entspricht dem Verstédrkungsfaktor fiir die Erreger-
Amplitude Y. (Erinnerung: Betrag eines Bruches ist Betrag des Z#hlers durch Betrag des
Nenners!) Damit erhalten Sie sofort den Wurzelterm in Gleichung . Der Phasenwinkel
des komplexen Bruchterms ergibt die Phasenverschiebung. (Erinnerung: Phasenwinkel des
Bruches ist Phasenwinkel des Z#hlers minus Phasenwinkel des Nenners!) Tatséchlich ist ¢ in
Gleichung der Phasenwinkel des Ziahlers und ¢ der Phasenwinkel des Nenners.

Fiir unser einfaches Fahrzeugmodell aus Abbildung [2.§] treffen wir nun folgende Annahmen:

m = 50kg
k = 4-10"N/m
b = 300Ns/m

Des Weiteren habe die sinusférmige Fahrbahn eine Amplitude von einem Zentimeter, wobei
die Maxima 2,5 m voneinander entfernt seien. Die Gleichung der Fahrbahnoberfliche ist also

2ms
—0.01 si
y(s) = 0,01 sin < 25 >
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ABBILDUNG 2.9. Vergroflerungsfaktor der Beschleunigung

BeispIEL 2.1. Fiir das soeben beschriebene Fahrzeug auf welliger Fahrbahn berechne man
die Schwingungsamplitude von m fiir v = 52m/s.

5.3. Aufgaben.

AUFGABE 2.4. Man leite analog zur Gleichung eine Gleichung fiir die Relativbewegung
z(t) = z(t) — y(t) her und zeige

2(t)=Y sin(wt — ¢),

wobei p = arctan(2Dn/(1 —n?)).
AUFGABE 2.5. Man berechne die maximale Beschleunigung A von m aus Beispiel [2.1]

AUFGABE 2.6. Man zeige, dass A der Beziehung

A, (1+ (2Dn)?
WY 1\ (1—n2)2+ (2Dn)?

geniigt. Bei welchen Geschwindigkeiten treten die Extremwerte von A/(w,%Y) auf?

6. Erginzendes Material

6.1. Vergroflerungsfunktionen. Diese Funktionen geben in dimensionsloser Form den
frequenzabhéngigen Verlauf einer Weg- (Kraft-, Beschleunigungs- ...) Amplitude an, be-
zogen auf einen mit der Erregerfunktion zusammenhéngenden Systemparameter. Vier Ver-
groferungsfunktionen treten in unterschiedlichen Zusammenhéngen auf.
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1

V(L= 12 + (2Dn)?
Wegamplitude (bei frequenzunabhiingiger
Kraftamplitude), bezogen auf statische Aus-
lenkung % , siehe Gleichung (dort ohne
Subskript als V' bezeichnet).

Vi =

Gilt auch bei Erregung iiber Basis: Relativbe-
wegung bezogen auf Basisbeschleunigung/w,%
(Beschleunigungs-Sensor).

Vo — 1+ (2Dn)?
SV @R+ D)
Durchlassigkeit: Amplituden-Verhéltnis Boden-

kraft zu Erregerkraft. Gilt bei konstanter eben-
so wie bei frequenzabhingiger Erregerkraft, siehe

Gleichung

Gilt auch bei Erregung iiber Basis: Verhiltnis
Weg-, Geschwindigkeits- oder Beschleunigungsam-
plitude zu entsprechender Basis-Amplitude, siehe

Gleichung

772

V(=72 + (2D
Wegamplitude (Erregung durch Unwucht), bezogen
auf Exzentrizitit pe , sieche Abschnitt Glei-
chung

Gilt auch bei Erregung iiber Basis: Relativbewe-
gung bezogen auf Basisbewegung, siehe Aufga-

be 2.4

Vs =

1%)? + (2Dn)?
Bodenkraftamplitude (Erregung durch Unwucht),
bezogen auf pek , siche Abschnitt

v 772\/<1 _1 + (2Dn)?

Gilt auch bei Basis-Erregung: {ibertrage-
ne Kraftamplitude bezogen auf kY, oder:
Beschleunigungs-Amplitude bezogen auf wiY,
vergleiche Aufgabe

L.
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5
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Die Frequenziibertragungsfunktion H(n, D) = in der komplexen Zahlenebene fiir verschiedene

1—n2+1i2Dn
Werte von 7 (rote Kurven) und D (griine Kurven).
Sind Betrag der Vergroferungsfunktion und Phasenwinkel bekant (Messung), dann lassen sich aus dem Dia-

gramm D und 7 bestimmen.
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Testfragen.

(1) Ordnen Sie den den Losungstyp zu (Zeichnen Sie entsprechende Pfeile)!
32+ 122 + 122 =0

% cos(wpt — @)

i w(t) = pe

&+ 5i + 252 = 0

i x(t) = (A+ Bt)e %

25684+ 3224+9x =0

e g(t) = e*‘;t(A sinh w*t + B cosh w*t)
FE4 24+ 20=0

(2) Ein Feder-Masse-Dampfer-System gehorcht der Differentialgleichung

1 1
.1, _F
9$—|—2a}+3:€

Darin ist F eine harmonische Erregerkraft, F(t) = Fye™?. Die Dauerlésung in kom-
plexer Form ist z = pe!@'=%)_ Das Bild zeigt mafigetreu die Massen-, Dampfungs-
und Federkraft als Vektoren in der komplexen Ebene. Dabei ist p = 2 und w = 3
gewihlt.

Im

kx
bt

(a) Zeichnen Sie F' als Resultierende ein
(b) Lesen Sie aus Ihrer Zeichnung die Amplitude von F' und die Phasenverschiebung
¢ zwischen z und F' ab.

(c) Geben Sie (aus den Formeln fiir Verstirkungsfaktor und Phasenverschiebung)
auch die rechnerischen Werte fiir Amplitude von F' und die Phasenverschiebung
© an.
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(3) Fiir vier der sechs Differentialgleichungen a—f sind Losungen abgebildet. Ordnen Sie
zu!
a. &+ 25z =0 b. 2% + 2z = sint c.2+2c+x=0

di4+itr=0 e. 258 +x =0 f. 43 + 34 + o = sin(3t)

i
VT

2 4 6 8 10

(4) Am hier skizzierten Systems greift eine harmo- (1)
nische Kraft F(t) = Fpsinwt an. 2 t,
Es ist m = 1kg, Fy = 5N, m (t)
szGsfl,wk:%sfl und wp = 24s71. T
k k
= ||| =1

(a) Richtige Aussagen ankreuzen: Die Anregung ist { S EE;;_ -kritisch, die Pha-

. . O kleiner .
senverschiebung zwischen z(t) und p(t) daher O grofer als 5.

(b) Was sind die Werte von b, k, D und 6?7

(c) Welche Amplitude hat die Dauerlosung?
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(5) An einer Resonanzpriifmaschine wurde ex-
perimentell die Auslenkung bei konstan-
ter Kraftamplitude in Abhéngigkeit von der X (mm)

Erreger-Kreisfrequenz aufgenommen. 10
(a) Bestimmen sie (ndherungsweise) 8

wk, D und 4. 6

(b) Um welchen Faktor unterscheiden 4

sich w; und wp? ,

(¢) Um wieviel ist der w-Wert am Maxi-

i ? w (st
mums gegeniiber wy, verschoben? o 20 0 0 )







KAPITEL 3

Allgemeine Erregerkrifte

Wir betrachten die inhomogene Differentialgleichung
mi(t) + b (t) + kx(t) = F(t).

In diesem Kapitel widmen wir uns allgemeinen Erregerkriiften F'(¢). Einfache und wichtige
Sonderfille sind

e sprunghafte Erregung,

e stoBartige Erregung,

e periodische Erregung und
e transiente Erregung.

Im Fall transienter Erregerkrifte, also Erregungen beschriankter Dauer, bei denen die Erre-
gerkraft nach einer bestimmten Zeit wieder Null wird oder einen konstanten Wert annimmt,
klingt auch die Losung x(t) im Lauf der Zeit abEl oder strebt einem konstanten Wert zu:
x(t) — const fiir ¢ — oco. Wir sind hier am transienten Verlauf von x(t) interessiert, insbe-
sondere am Maximal-Ausschlag max |x(t)|.

Die zentrale Idee in diesem Kapitel ist eine Zerlegung der allgemeinen Erregerkraft F'(¢) in
kleinere Teilkréifte. Fiir jede dieser Teilkréfte 16sen wir dann die Schwingungsgleichung und
erhalten die allgemeine Losung als Superposition dieser Teillosungen. Je nachdem, welche
Zerlegung man verwendet erhilt man ein Duhameﬂ-lntegral (Abschnitte ?? und ?7), eine
Fourierreiheﬁ (Abschnitt [5)) oder ein Fourier-Integral (Abschnitt @

1. Sprunghafte Erregung

Wir beginnen unsere Untersuchungen mit der Betrachtung eines Einschaltvorganges. Dabei
kommt es zu einem plétzlichen Lastsprung bei ¢ = 0. Diese Erregung kann man durch eine
Stufenfunktion oder Heaviside-Funktion modellieren.

Definition 3.1

Die Funktion

1 fiirt >0,
nennt man EINHEITSSPRUNGFUNKTION oder auch HEAVISIDEFUNKTION.

e g <
o(t) = {O fir t <0,

lWir setzen dabei D > 0 voraus, denn in realen Systemen ist immer eine gewisse Dampfung vorhanden, sei
sie auch noch so klein.

2nach JEAN-MARIE CONSTANT DUHAMEL (1797 — 1872)

3nach JEAN-BAPTISTE JOSEPH FOURIER (1768 — 1830)

53
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Eine allgemeine Stufenfunktion der Hohe F} kénnen wir daher wie folgt modellieren:

0 t<0

FO) =F-60)= {F1 t>0

Nehmen wir zusétzlich an, dass wir keine Anfangsauslenkung (x(0) = 0) und keine Anfangs-
geschwindigkeit (£(0) = 0) haben.
Dann gilt fiir ¢ > 0

(3.1) B(t) + 208(t) + wiz(t) = %

5:i und wk:\/E.
2m m

0 t<0

mit

Man iiberpriift leicht, dass

2
mwk

eine partikulére Losung von (3.1) ist. Nehmen wir an, dass der unterkritisch geddmpfte Fall
vorliegt. Dann lautet die homogene Lésung

zp(t) = e % (A cos(wpt) + Bsin(wpt))
mit

)
D=— und wp=wpVv1-—D2

W
Von den Anfangsbedingungen erhalten wir

F F
20)=——5+A=0 = A=-—1.
mwy mwy,
und
OF OF
#(0) = —0A+ Bwy = —5 +Bup=0 = B=—g3—.
mwy MW;wWp
Somit ist die Losung in diesem Fall
F )
x(t) = —12 (1 —e <cos(wpt) +— sin(th)>> O(t).
mwy wp
Die Funktion
1 )
3.2 hs(t) = — (1 —e™% t) + — sin(wpt) | ) O(t
(3.2) s(t) m? < e (cos(wp )+ oD sin(wp )>> (t)

wird als Sprungantwort bezeichnet. Damit ldsst sich die Losung ganz einfach als z(t) =
F1hg(t) schreiben.
Nun gehen wir einen Schritt weiter und nehmen an, dass unsere Last aus zwei Spriingen
besteht:
0 t<0,
Fit)=<F 0<t<m,
F, <t
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Dabei handelt es sich offensichtlich um eine Uberlagerung F(t) = Fi(t) + F»(t) der beiden

Funktionen
0 t <0 0 t <
Fi(t) = ~— 7 und Fh(t) = =T
Fo—F t>m.

Mit Hilfe der Heavisidefunktion kénnen wir die Uberlagerung als
F(t)y=F -0O(t)+ (F» — F1)0O(1)
schreiben. Die Sprungantwort in liefert uns die Losung
z(t) = Fihg(t) + (Fo — F1)O(t — 11).
Noch allgemeiner erhalten wir bei n Spriingen
Fit)y=F0O{)+ (Fo— F1)O(t—11)+ -+ (Fy, — Fum1)O(t — Th—1)

n—1

—Fl@ —I—Z Fk+1 Fk)@(t—’rk)
k=1

und somit als Losung
x(t) = Fihg(t) + (F» — F1)hs(t — 71) 4+ -+ 4+ (Fn — Fr—1)hs(t — mh—1)

n—1

= Fihs(t) + > (Fhyr — Fo)hs(t — 7).
k=1

Eine allgemeine stiickweise stetige Funktion F'(t) als Erregerkraft konnen wir mittels Trep-
penfunktionen approximieren. Dann erhalten wir

F(t) ~ () + Y (F(ier1) = F (1)) O(t — 7).

k>1

Wir setzen A7, = 741 — 71 und erhalten fiir die Losung

(t) ~ )+ Y (F(7ii1) — F(i)) hs(t — 7)
E>1
Tk+1 )
)+ hs(t — 1) ATg.

Mit A7, — 0 wird die Approximation immer besser und aus der Summe wird ein Integral.
Es folgt

(3.3) x(t) = F(0)hs(t) + /0 t F'(r)hg(t — 1) dr .

Dabei haben wir verwendet, dass hg(t —7) = 0 ist fiir 7 > ¢.
Oftmals wird bereits dieses Integral als Duhamel-Integral bezeichnet. Wir werden diese Be-
zeichnung fiir das entsprechende Integral beziiglich der Impulsantwort verwenden (siehe (3.4))).
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2. StoBlartige Erregung

Um die Darstellung in fiir allgemeine Funktionen F'(¢) verwenden zu konnen, miissen
wir die Ableitung F’(t) kennen. Das ist in der Praxis oft nicht méglich, weil wir zum Beispiel
die Werte von F'(t) nur tabellarisch vorliegen haben und somit die Ableitung approximieren
miissten. Daher wiirden wir gerne mittels partielle Integration die Ableitung von der Funktion
F' auf die Sprungantwort hg {ibertragen.

Erinnern wir uns, dass

Mgy dr = [f@)en), - [ (g () dr.

Dann ergibt sich fiir
2(t) = F(0)hs(t) + F(t)hs(0) — F(0)hs(t) — /Ot F(r)his(t —7)dr
- —/0 Fr)Hs(t —7)dr.

Nun wollen wir die Ableitung von hg(t — 7) berechnen. Fiir die Heavisidefunktion wissen wir
aus Beispiel dass ©' = § iiber den Distributionen gilt. Damit erhalten wir

%hs(t _r) = mlw,% [—565“7) <cos(wD(t )+ jD sin(wp (t — ﬂ))] ot —7)
+ mi)z [—e_é(t_T) (wp sin(wp(t — 7)) — d cos(wp(t — 7')))} Ot —r1)
Ly
mwy
= fie_é(t_ﬂ 752 + w% sin(w -7
= e () sntan(e = 7)
_ e sin(wp (t — 7)),
mwp

wobei wir verwendet haben, dass w,% =62+ w%.
Mit der Impulsantwort
0 t <0,
h(t) = { 1 —6t

g€ sin(wpt) ¢ >0,
folgt

(3.4) (t) = /0 F(r)h(t — 7)dr.

Diese Darstellung der Losung z(t) fiir allgemeine Kraftterme F(t), die ab ¢ > 0 wirken, heift
in der Maschinendynamik (in diesem Skript und manchen anderen Lehrbiichern) DUHAMEL-
INTEGRAL. In der englischen Fachsprache ist Duhamel’s Integral ziemlich geldufig, die deut-
sche Wikipedia und das Lehrbuch von BROMMUNDT und SACHAU [1] kennen diesen Begriff
nicht; MacaNUs, Popp und SEXTRO [4] schon (aber nicht genau in der gleichen Form wie
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hier). Auch in der Mathematik wird der Begriff ,Duhamel-Integral® etwas allgemeiner fiir
lineare partielle Differentialgleichungen aufgefasst.

Eine gleichwertige Formulierung, die sich durch Substitution (t —7) — u ergibt, ist manchmal
rechnerisch einfacher auszuwerten:

(3.5) x(t) = /0 F(t —u) h(u) du.

Die Integralformel gilt auch mit unterer Grenze t = —oo und beriicksichtigt damit Fr-
regerkrifte, die schon fiir ¢ < 0 wirken; fiir Kraftterme mit F(¢) = 0, falls ¢ < 0 macht es
sowieso keinen Unterschied, ob ¢ = 0 oder ¢ = —oo untere Grenze ist.

Klarer Weise (im Weltbild der klassischem Mechanik) kann die Losung zur Zeit ¢ nur von
Krafttermen beeinflusst sein, die vorher, also zu Zeiten s < t gewirkt haben. Deswegen endet
das Integral mit oberer Grenze s = ¢t. Andererseits ist fir s > ¢t der Ausdruck h(t —s) gleich 0,
weil Fundamentallésung A fiir negative Argumente gleich 0 sind. Insofern macht es nichts, die
obere Grenze nach 400 zu legen. Dann ergibt sich ein in vielen Anwendungen auftretender
Integralausdruck, eine FALTUNG.

Man nennt die Darstellung
x(t) = / F(T)h(t —T1)dr

FALTUNG von h und F' und schreibt dafiir
z(t) = (hx F)(t) .

Eine Faltung ordnet zwei Funktionen h und F', beide R — R, eine neue Funktion
x=(hxF):R—-Rzu.

Sowohl Laplace- als auch Fouriertransformation fithren die Faltung zweier Funktionen in eine
Multiplikation der transformierten Funktionen {iber. Ein schwierig auszuwertendes Integral
im Zeit-Bereich lisst sich so in eine einfache Multiplikation im Frequenzraum iiberfithren. Die
Laplace-Transformation hat gegeniiber der Fourier-Transformation den Vorteil, dass h(t) eine
reellwertige Bildfunktion hat. Im Abschnitt berechnen wir die Fouriertransformierte von
h(t), und, Uberraschung, es ist die alte Bekannte H(w) von Gleichung

3. Fundamentallésungen

Wir haben uns so iiber das Duhamel-Integral gefreut, dass wir ganz vergessen haben, zu
begriinden, dass h wirklich eine Impulsantwort darstellt. Ein Impuls ist eine Erregerfunktion
der Form F'(t) = ppd(t). Aus dem Abschnitt |1| wissen wir, dass hg(t) eine Sprungantwort ist,
d.h. z(t) = pohs(t) 16st die Differentialgleichung

(3.6) mi(t) + bx(t) + kx(t) = poO(t).
Wir konnen diese Gleichung nach t ableiten und erhalten (mit Beispiel [A.5)
(3.7) mi(t) +by(t) + ky(t) = pod(t),
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wobei wir y = & gesetzt haben. Diese Differentialgleichung ist zwar iiber den Distributionen
formuliert, das soll uns aber nicht weiter stéren. Nachdem x(t) = pphg(t) eine Losung der Dif-
ferentialgleichung (3-6)) ist, 1ost y(t) = @(t) = & (pohs(t)) = pohs(t) die Differentialgleichung
(8-7).

Definition 3.2

Jede Losung h: t — h(t) von (3.7), heiit FUNDAMENTALLOSUNG. Man spricht auch
von der IMPULSANTWORT, englisch: unit-impulse response function.

Eigentlich sollte die Impulsgréfle pg den Wert pg = 1Ns haben; nur dann formuliert die
Gleichung eine Kriftebilanz und h(t) wire dimensionsméBig eine Linge. Setzt man
po = 1 oder ldsst es gleich weg (das ist so iiblich), dndert sich nichts an den Zahlenwerten,
aber h(t) hat dann Dimension Linge/Impuls. Das ist aber kein Problem, denn in weiterer
Folge wird A immer mit einer Impulsgrole oder einem Term Kraft mal Zeit multipliziert,
damit als Ergebnis eine Léange herauskommt.

Kurzfassung: Weil am Ende alle Formeln eh wieder stimmen, macht sich niemand die Miihe,
einen Term pg = 1 oder py = 1 Ns bei Definitionen anzufithren und bei Herleitungen mitzu-
schleppen.

,2Fundamentallosung® ist der allgemeine Begriff im Kontext von Differentialgleichungen. In
den Anwendungen gibt es je nach Fachgebiet weitere Bezeichnungen (Impulsantwort, englisch:
unit-impulse response function). Speziell in anderen Maschinendynamik-Lehrbiichern:

e MAGNUS, POoPP und SEXTRO sprechen von der Stofi-Ubergangsfunktion oder
auch Gewichtsfunktion.

e BROMMUNDT und SACHAU verwenden Stofantwort.

e J. und H. DANKERT behandeln nur harmonische Erregerkréfte, dort kommt der
Begriff nicht vor.

Die Fundamentallgsung h héngt von der Art des Systems (ob ungeddmpft, unter-, iber- oder
kritisch geddmpft) ab. Hier ist eine Zusammenstellung der Fundamentallosungen, jeweils fiir
t > 0; Abbildung zeigt die zugehorigen Funktionsgraphen.
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Fir ¢t <0ist h(t) =0. Fir ¢t > 0 ist
e die Fundamentallésung eines ungeddmpften Systems

(3.8) h(t) = wklm o) ¢

e die Fundamentallosung eines unterkritisch geddmpften Systems (0 < D <

1, Wp = WV 1-— D2, 6= Dwk)

1
. h(t) = —0t g t) ;
(3.9) (t) oo e 'sin(wpt) ;

e die Fundamentalldsung eines kritisch geddmpften Systems

t
3.10 h(t) = — e
(3.10) ()=
e die Fundamentallosung eines iiberkritisch geddmpften Systems (D > 1, w* =
wpVD? —1)
(3.11) h(t) = — e~ sinh w*t .

mw

Die physikalische Dimension von h ist in diesen Formeln, wie schon erwihnt, Linge/Impuls;
erst nach Multiplikation von A mit dem iibertragenen Gesamtimpuls ergibt sich eine Lénge.

Zeitverschobene Fundamentallosung. Angenommen, der Stof} findet nicht zur Zeit ¢t = 0,
sondern bei t = s statt. Das System ist also fiir ¢ < s in Ruhe; bei t = s wird stoartig Impuls
p(s) iibertragen und das System beginnt zu schwingen. Die Auslenkung x(¢) gehorcht einer
zeitverschobenen Fundamentallésung

i
x(t):{o ir t < s,

p(s)h(t —s) fiirt > s.

4. Beispiele

Das Duhamel-Integral ist eine geschlossene Losungsformel fiir allgemeine Kraftterme.
Niitzlich ist es aber nur fiir halbwegs einfache Funktionen, oder wenn ein Computeralgebra-
System die Integration {ibernimmt.

Alternativen:

e Ansatz fiir partikuldre Losung erraten, Anfangsbedingungen in der allgemeinen Lésung
der homogenen Gleichung beriicksichtigen.

e Routineméflig: Laplace-Transformation.

e Fouriertransformation (in der technischen Mechanik nicht so iiblich wie die Laplace-
Transformation).

e Letzter und einfachster Ausweg: numerische Lésung.

4.1. Linear anwachsende Erregerkraft ab ¢t = 0, ungeddmpftes System. Erre-

gerkraft
i
F(t) = 0 ir t <0,
at furt > 0.
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Grundloesung - ungedaempftes System, “’kzl Grundloesung - unterkritisch gedaempftes System, D=0.25
T T T T T T

h(t)
h(t)

-05F

L L L L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

t t
Grundloesung - kritisch gedaempftes System, D=1 Grundloesung - ueberkritisch gedaempftes System, D=2
T T T T T T T T T T

1 1

0.5r 1 0.5r
-0.5 -0.5
-1 -1

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

ABBILDUNG 3.1. Grundlésung fiir ein System mit ¢ = m = wp = 1 fiir ver-
schiedene D: ungeddmpft, unterkritisch, kritisch und {iberkritisch geddmpft

Wir geben vorerst dem dimensionsbehaftete Proportionalitéitsfaktor a mit Einheit N/s den
Wert a = 1, also F(t) = t, Kraft = Zeit. Um korrekte physikalischen Dimensionen, auch im
Endergebnis, kiimmern wir uns spéter. (Das heifit, wir multiplizieren das Endergebnis mit a).
Auswerten des Duhamel-Integrals gibt

t t 1 B
:U(t):/o F(s)h(ts)ds:/o s'w’cmsm(wk(tfs))ds—---

(...Konstante vor das Integral zichen. . .)

1 t
= —— | ssin(wp(t — 5)) ds.
wkm/o ssin (wg(t — s)) ds

Substitution vereinfacht das Argument im Sinus:

U 1
wp(t—s)=u, s=t——, ds=——du.
Wi Wik

Achtung, auch die Integrationsgrenzen dndern sich!
1 0

r(t) = ——5— (t— i)sinudu
(A.)km u=wyt Wi
t 0 1 [0
=——— sinudu+T usinudu = ---

WM Jyu=wyt WM Ju=wyt
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Vier Grundlésungen zu unterschiedlichem D

OO0OO0OO0

N2 OO
)
o

0.5

PRV

ABBILDUNG 3.2. Zahlenwerte von vier Fundamentallssungen (un-, unter-,
iiber- und kritisch gedampfter Fall) iiberlagert. Alle Losungen starten von
h(0) = 0 mit Anfangssteigung h(0) = 1. Die kritisch gedimpfte Lésung klingt
fiir ¢ — oo am schnellsten ab.

(...erstes Integral ist elementar, zweites braucht partielle Integration. . .)

t 0 1 0 1 0
= — cosu‘u_w . Tucosu‘u_w P Er cos u du
wpm —k wpm vk WM Jy=w, t
(1 cos(wrt) — —— (0wt cos(ewyt)) + —— sinu’
= ——(1 — cos(w — ——— (0 — witcos(w sinu .
wim k w}zm F k w,%m u=wpt
Die Cosinus-Terme fallen weg und es bleibt
t 1 t 1
z(t) = —— — —5— sin(wgt) = — — — sin(wgt).
( ) w%m w%m ( k ) k- wik ( k )

Wir halten noch fest, dass dieser Ausdruck nur fiir ¢ > 0 gilt; fiir ¢ < 0 hat die Lésung von
vornherein den Wert 0. Den dimensionsbehafteten Proportionaitétsfaktor a tragen wir auch
noch nach und multiplizieren damit. Das Endergebnis ist somit

0 fiir t <0,
t) = 1
(l)( ) g (t I Sil’lwkt) fiir ¢ > 0.
k Wk

Diskussion und Kritik. Das Resultat fiir ¢ > 0 l&sst sich anschaulich interpretieren. Der
erste Term (wir hétten ihn auch durch Ansatz als partikulére Losung finden kénnen) entspricht
formal einer statischen Auslenkung des Systems mit Steifigkeit & und angreifender Kraft F' =
at. Dieser statischen Auslenkung iiberlagern sich Sinuschwingungen mit Amplitude a/(wik).



62 3. ALLGEMEINE ERREGERKRAFTE

Man spricht von einer mazimalen iberhéhung der Auslenkung um a/(wik) gegeniiber statisch
berechneter Kraftwirkung.

Der Rechenweg iiber das Duhamel-Integral, wenn er mit Papier und Stift bewiltigt werden
soll, ist miithsam. Bei weitem einfacher hétten wir das Resultat erhalten nach der Regel ,,In-
homogene Loésung ist partikuldre Losung plus homogene Losung®: Ein simpler Ansatz hétte
den ersten Term als partikulédre Losung von

mx + cx = at

geliefert. Der zweite Term ist eine Losung der homogenen Gleichung, wobei die Konstante so
gewihlt ist, dass insgesamt x(t) die Anfangsbedingungen x(0) = 0,4(0) = 0 erfiillt.

Das Duhamel-Integrals ist wichtig, weil es einen geschlossenen Ausdruck fiir die Losung liefert.
Als Papier-und-Stift-Losungsweg, womdoglich noch ohne Integraltabelle, ist es miihsam.

Mit Computeralgebra-Unterstiitzung wére die Rechnung ganz kurz und biindig verlaufen.
Hier ein Screenshot (Wolfram Mathematica):

[1]= h[% ] := 1/ {(wkm} Sin[wk £]

In[2]= x = Integrate[ s h[t -=], {=, 0, £}] /7 Apart

r Sin[twk]
R e T T L
nwk nwk

So wiirde es in MATLAB aussehen:

syms m wk t s

h(t) = 1/(m % wk)*sin(wkx t);
x=int (sxh(t—s),s,0,t);

expand (x)

ans =

t /(mxwk"2) — sin(t*xwk)/(mxwk”3)

4.2. StoBartige (,,Impulsartige*) Erregerkrifte. Ist eine Stérung nur von sehr kur-
zer Dauer, kann man die Storung mathematisch als Stofl oder ,,Impuls“ﬂ modellieren.
Die hier folgenden Rechnungen sind eigentlich redundant und wiederholen nur Argumente, die
wir bei der Herleitung der Grundlésung gebracht haben: bei einer kurz dauernden, stoBférmig
wirkenden Kraft kann man nidherungsweise so rechnen, als wiirde der gesamte Impuls durch
eine d-Funktion iibertragen. Die Niherungslosung ist eine der Fundamentallésungen
, multipliziert mit dem iibertragenen Gesamtimpuls.
Es sei I eine stoflartige Belastung unseres viskoelastischen Systems, d.h. F' = 0 auflerhalb
eines kleinen Intervalls [0,¢1]. Fiir die Losung = von

mi(t) + bi(t) + ka(t) = F(t)

4Impuls nennt man vor allem in der Elektrotechnik einen nur kurz dauernden Strom- oder Spannungsstof.
Dieser Begriff ist aber ganz etwas anderes als die physikalische Gréfle Impuls = Masse mal Geschwindigkeit.
Die Begriffs-Verwirrung entsteht auch, weil die englische Fachsprache die Begriffe momentum (Masse mal
Geschwindigkeit) und impulse (Integral der Kraft iiber Zeit) unterscheidet.
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fiir ¢ > ¢1 gilt dann

x(t) = e~ 0(t—t1) [w(tl):&x(tl) sinwp (t — t1) + 2(t1) coswp(t — t1)
D

Ist t; geniigend klein, so wollen wir annehmen, z(¢1) kénne vernachlissigt werden. Es bleibt
also noch #(t1) zu berechnen. Dazu bilden wir

/ (mi(t) + ba(t) + ka(t))dt = / F(t)dt
0 0

t1 t

ma(t) | + bx(t)

0

4 c/x(t)dt _ O/F(t)dt.

0 0
Wir wollen annehmen, dass z(0) = #(0) = 0. Dann ist der erste Term auf der linken Seite
mi(t1), wahrend wir die anderen Terme auf dieser Seite vernachlissigen konnen. Das heifit
t1
x(t1) 1/F(t)dt
m

0

1

Das ist aber nichts anderes als die Aussage: Endgeschwindigkeit ergibt sich aus iibertragenem
Impuls geteilt durch Masse. Aber weil die Masse nicht stillhilt, sondern sich schon zu bewe-
gen beginnt, bevor der gesamte Impuls iibertragen ist, kann riicktreibend auch Feder- und
Dampferkraft angreifen, und somit gilt die Gleichung nur ndherungsweise. Damit gilt weiters

t1
e ) sinwp(t —ty) /F(t)dt.
0

1
mwp

x(t) =

Man beachte, dassﬂ fiir F' = ¢ diese Formel die exakte Losung, ndmlich h(t) liefert!
Fiir den maximalen Ausschlag bei kleinem D erhalten wir dann auch die Naherungsformel
t1
1
Tmaw = —— / F(t)dt.

mwp
0

Ist F' empirisch gegeben, so bildet man das Integral iiber F' zweckméfigerweise mit der Tra-
pezregel.
Auch in diesem Fall ist der Vergréfierungsfaktor V' = x(t)k/Fy von besonderem Interesse.

AUFGABE 3.1. Ein Projektil der Masse 2 kg wird durch ein Rohr abgeschossen. Der Kraftver-
lauf sei

107t
F(t) = 100sin (;) fir  0<t<0.8

(p in Newton, t in Sekunden, keine Déimpfung)
Wie grofs ist die Geschwindigkeit des Projektils nach 0.8 Sekunden?

SWieder Achtung! § bezeichnet hier sowohl Dirac-Deltafunftion als auch Dampfungskonstante. Sie wissen eh,
wann welches § gemeint ist.
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as=v

ABBILDUNG 3.3. Geschwindigkeits-Stof3

Diese Aufgabe hat eigentlich nichts mit Schwingungen zu tun, sondern integriert lediglich die
einfache Bewegungsgleichung ma(t) = F(t).

4.3. Basiserregung durch Geschwindigkeits-Stof3. Gegeben sei das Feder-Masse
System aus Abbildung auf Seite das an der Basis erregt wird. Es geniigt der Glei-
chung Setzen wir z = z — y, so nimmt es die Form

(3.12) mzZ + bz + cz = —mjy

an. Wir setzen nun voraus, dass

o(t) = g(t) = vee O(t), teR,

wobei O(t) die Einheitssprungfunktion (Heaviside-Funktion) bezeichnet. (Siehe Abbildung3.3]
fiir das Schaubild von v(t).)
Wegen

i(t) = voe 05 (t) — ;io e Q(t), teR,
0

bezeichnet man y auch als Geschwindigkeitproportionaler Stoﬁ.lﬂ

6In der Signaltheorie bezeichnet ,Impuls“ eine kurzzeitige Anregung, die man zumeist durch eine J-Funktion
modelliert. Deswegen finden Sie in der Literatur auch den Ausdruck , Geschwindigkeitsimpuls“. In der Physik
ist jedoch Impuls = Masse mal Geschwindigkeit. Deswegen sprechen wir hier von stoflartiger (statt ,,impulsar-
tiger®) Anregung.
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Setzen wir damit in (3.12)) ein, wobei wir b = 0 voraussetzen wollen, so ergibt das Duhamel-
Integral

t
z(t) = _% e/t [5(7) - 1@(7’)] sin (wg(t — 7)) d7
(3.13) kS0 0
o _E . Vo —7/t0 o _
= sin (wyt) + oto e sin (wg(t — 7)) d7.

Mittels zweimaliger partieller Integration erhalten wir fiir das unbestimmte Integral:
/eT/to sin (wg(t — 7)) dr
= —toe "/ sin (wy(t — 7)) — tows, / e~ /% cos (wy(t — 7)) dr

= —tge /% sin (wy(t — 7)) + t3wpe ™™ cos (wi(t — 7)) — t2wd / e T/t sin (wy(t — 7)) dr

und somit
e T/t sin (wy(t — _ 0o — 7)) —si -
(t—71))dr = 53¢ [towy cos (wg(t — 7)) — sin (wi(t — 7))] .
1+ tgwy,
Einsetzen in (3.13)) liefert
Vo . Vo —t/t .
z(t) = —— sin(wt —l——[twe 0 — towy, cos(wit) + sin(wyt
(t) o (wrt) o (1 + Bap) LT owg, cos(wit) (wrt)
voto —t/t .
= W [e to — cos(wyt) — towp, sm(wkt)] .

4.4. Stoérung durch einen zeitlich begrenzten Stof3. Wir nehmen an, fiir eine Zeit
71 wirkt die konstante Kraft F. Anders gesagt, suchen wir eine Losung = der Differentialglei-
chung

mi(t) + bi(t) + kx(t) = F(t)

mit
0 t<0,
Fit)y=<Fy 0<t<m,
0 t>m.

Wir nehmen an, dass 0 < D < 1 (unterkritisch) und erhalten mittels Duhamel-Integral die
Losung:

x(t)—/o F()ha(t — ) dr

3.14
(3.14) A L e sin (wp(t —7))dr  t <1,
m};OD et sin (wp(t—7))dr t>m
mit
b 2

§=— und w? =w?— 4.
m D k
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Nachdem wir in beiden Féllen dasselbe unbestimmte Integral zu 16sen haben, betrachten wir
es zundchst genauer. Zweimalige partielle Integration liefert

/e_é(t_T) sin (wp(t — 7)) dr

- %676@4) sin (wp(t — 7)) + ‘%D / e =) cos (wp (t — 7)) dr

L 50— . WD w% —5(t—7) s
= 5e (t=7) [sm (wp(t—7)) + 5 cos (wp(t— T))] 52 /e =) sin (wp(t — 7)) d7
und somit
/ e 3 sin (wp(t — 7)) dr = %e—é@—ﬂ [6sin (wp(t — 7)) 4+ wp cos (wp(t — 7))].
W

Einsetzen in (3.14)) liefert fir 0 < ¢ < 7y:

z(t) = Fo [OJD - ie*& (0sin(wpt) + wp cos(th))}

mwp w,% wz
F, J
= 702 [1 — e 0 <cos(th) + — Sin(th)ﬂ
mwy, wp
= FOhS(t)7

wobei hg die Sprungantwort in (3.2)) ist.
Analog erhalten wir fiir ¢ > 7:
75(t7T1)

 —— (§sin(wp(t — 1)) +wp cos (wp(t — 71)))

—ot
- 672 (0sin (wpt) + wp cos (th))]
Wk

= nﬁzeé(tn) (cos (wp(t—m11)) + (jD sin (wp(t — 7'1))>

F 1)
- —OQe*‘;t (cos (wpt) + —sin (th))
mwy, wp
1 1
= Fy hs(t) - — — Fy hs(t—Tl) - —
mwj, mwy,
= Fohg(t) — Fohs(t — 7'1).
Nachdem hg(t — 7)) = 0 fiir ¢t < 71, erhalten wir in Summe, dass
x(t) = Fohs(t) — Fohs(t — ).
Das ist nicht weiter verwunderlich, weil
F(t) = FoO(t) — FoO(t — ).
4.5. Storung durch eine Rampenfunktion.

BEISPIEL 3.1. Ein Lastwagen mit Ladefliche wird als unterkritisches geddampftes System
modelliert. Die Ladefliche wird langsam mit Schutt beladen. Auf welche Hohe pendelt sich
die Ladefliche ein.
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Wir suchen eine Losung x des geddmpften Systems
(3.15) ma(t) +bi(t) + kx(t) = p(t), teR,

mit den Anfangsbedingungen z(0) = #(0) = 0, wobei p die Rampenfunktion

0 fir ¢ <t,
p(t) =t —to)/(t1 —to)  fiir to <t <t,
1 fir ¢ >,

darstellt.
Die Fundamentallésung eines Systems mit unterkritischer Ddmpfung lautet

1
h(t) = e sinwpt, teR.
mwp

Eingesetzt in das Duhamel integral erhalten wir

t
x(t) = / p(s)h(t — s)ds

—00

Wie bei der Definition von p miissen wir wiederum die drei Fille unterscheiden.

(1) 0 < tp: In diesem Fall gilt p(t) = 0 und damit x(¢) = 0.
(2) to <t <ty: Setzt man p in das Duhamel integral ein erhélt man

1 ! 5(t—s) s
z(t) = me(tl—to)/to (s—to)e sinwp(t — s)ds

Mit Hilfe von Mathematica oder Maple erhélt man

1 1
me(tl — to) ((52 + LUQD)Q

{wD [62( — to) — 26 + wh(t — t0)]

z(t) =

4 e—d(t—to) [26wp cos(wp(to — 1)) + (w2 — 6%) sin(wp (to — t))]}

(3) t > t1: Setzt man p in das Duhamel integral ein erhélt man

1 h C(t—s)
x(t) = mwn(h —to) /to (s—to)e sinwp(t — s)ds

1 t
+ / e 079 sin(wp(t — s)) ds.
t1

mwp

67
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Abweichung aus der Ruhelage,
§=0.3,wp =2

2 4 6 8 10 12 14

ABBILDUNG 3.4. Anregung durch eine Rampenfunktion

Mit Hilfe von Mathematica oder Maple erhélt man

) = 1 1
T mwn(t — to) (02 + wB)?

{6_5(t_t1)w[) [(52(t1 — t()) — 20 + sz(tl - to)] cos(wD(t1 — t))

+ 6—6(t—to) [Q&UD COS(wD(to _ t)) + (W2D — 52) sin(wD(to — t))] +

+ et [52 w2 4 §3(t — 1) + owd (to — 1)] sin(wp (ty — t))}
1 1
mwp (62 + w?)?

{wD + e [§sin(wp (t1 — 1)) — wp cos(wp (tr — t))] }

5. Erregung durch periodische Funktionen

5.1. Erregung durch St6f3e in regelmifligen Abstidnden. Die stationire Losung ei-
ner Differentialgleichung ist aus der Duhamel-Integral-Darstellung kaum ersichtlich. Deswegen
wendet man andere Methoden an, um stationdre Losungen zu untersuchen. In diesem Bei-
spiel wird exemplarisch die stationéire Losung eines durch Stéfle in regelméfligen Abstdnden
angeregten Systems untersucht.

Ein ungeddmpftes System werde durch jeweils gleiche St68e (Impulse) in Absténden 7y erregt,
siche AbbJ3.5] wobei wymy # nm sein soll. Wie lautet die stationdre Losung?
Es sei also

mi(t) + kx(t) = p(t), teR,

wobei

p(t) =po > d(t—kmp), teR.
k=0
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ABBILDUNG 3.5.

Sind wir nur an der stationdren Losung interessiert, so arbeiten wir mit sogenannter ver-
schwundenen Dfimpfungﬂund haben nur eine (periodische) partikuldre Losung zu suchen.
Dazu beachten wir, dass zwischen den einzelnen Stoflen das System frei schwingt. Die stati-
ondre Losung zwischen jryp und (5 4+ 1)7p muss also von der Form

x(t) = Asin(wg(t — j10) + ©) (Jro <t < (j+1)m0)
sein, wobei A und ¢ unbekannt sind. Wegen z(j79) = x((j + 1)70) ergibt sich daraus

(3.16) Asin g = Asin(wgmo + ©).

Beachten wir nun, dass ein Kraftstofl von der Intensitéit py sofort einen entsprechenden Impuls
(im physikalischen Sinn, Kraft mal Zeit = Impulséinderung) iibertréigt, so muss der Geschwin-
digkeitszuwachs vy zu den Zeiten k7y der Bedingung

bPo = muo
geniigen. Damit ist aber

i(t—0) +vy = &(t+0), tekR,

wobei v9g = pp/m ist und

i(t£0) = lim @(t + h).

Wegen

%(t) = Awy cos(wi(t — j10) + ), (J0 < t < (j + 1)70),
erhalten wir fiir t = (j + 1)1

(3.17) Awg cos(wiTo + @) + po/m = Awg cosp.
Formen wir (3.16)) und (3.17)) um, so erhalten wir
sin(wpTo +¢) — sinp =0
"In jedem realen System klingen freie Schwingungen irgendwann einmal ab. Wir rechnen zwar (weil es einfacher

ist) mit einem véllig ungeddmpften System, nehmen aber trotzdem an, dass freien Schwingungen (die allgemeine
Lésung der homogenen Gleichung) abgeklungen sind
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cos(wtg + ) — cosp = _Arzjfw .
k
Diese Gleichungen kénnen wir auch in der Form
(3.18) sin @ cos (? + go) =0
. WETo . (WETO Po
3.19 LR <7 ) _ P
( ) sin 5 sin > + 5 Ao,

schreiben. Wegen w9 # nw ist sinwgmy # 0, also

cos (?—i—tp) =0,

und damit

sin (? + 30) — 1.

Es sei 0 < *£7 < 7. Wenn das Vorzeichen von A positiv sein soll, miissen wir

 WrTo ) bo
wETO =1 d A=
sin ( 5 T+ un 2mwy, sin(wgTo/2)

wiéhlen. Der maximale Vergroflerungsfaktor

Vinaz = x(t)mamc/p()
wird dadurch

/A Po kw1
T dmwy sin(weTo/2) po 2 sin(wrTo/2)

Da sin(wy7o/2) beliebig klein sein kann, ist V,,4, also unbeschrinkt.

6. Ubertragungsfunktion

Die Funktion H(w) aus Gleichung [2.5| beschreibt den Zusammenhang zwischen Erregerkraft
F(t) und Auslenkung x(t) bei einer Frequenz w. Anders gesagt, eine Erregung mit Frequenz
w wirkt sich multipliziert mit H(w) auf das Ergebnis aus. Man nennt H(w) daher die Fre-
quenziibertragungsfunktion, oder auch nur Ubertragungsfunktion.

Ein wichtiges Resultat dieses Kapitels wird sein: H(w) ist die Fouriertransformierte der Fun-
damentallosung h(x)ﬁ

6.1. Fourierreihe, periodische Erregerkrifte. Gegeben sei wieder die Schwingungs-
gleichungf’

(3.20) mi(t) + bx(t) + kx(t) = f(t), teR,
wobei f eine periodische Funktion der Periode T > 0 sei (d.h. f(t) = f(t+7T) fiir alle t € R).

8In der Systemtheorie wird die iibertragungsfunktion H(s) als Laplacetransformierte der Fundamentalldsung
h(z) definiert; fiir s = 4w ergibt sich die von uns verwendete Funktion H(w).

9Schon wieder ein Notationsproblem mit dem Kraftterm auf der rechten Seite! Eigentlich sollte F' als Symbol
fiir Kraft stehen, aber in diesem Abschnitt bezeichnen Grofibuchstaben Fouriertransformierte. Deswegen steht
hier f(t) fiir den Kraftterm.
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6.1.1. Komplexe Form der Fourierreihe.

Setzen wir fiir n € Z und w = 27 /T
T

1 .
nmd [ 0,
0
so hat f die Fourierreihendarstellung
oo
(3.21) fO =D ce™, teR
n=—oo

6.1.2. Sinus-Cosinus-Form der Fourierreihe.

Eine alternative Fourierreihen-Darstellung ist die Sinus-Cosinus-Form:

(3.22) ft) = % I i an, cos(nwt) + by, sin(nwt)

n=1
mit
2 (T 2 [T
ap = / f(t) cos(nwt) dt, By = / f(t)sin(nwt) dt
T 0 T 0
Die Formel fiir a,, gilt auch fiir ap und vereinfacht sich in diesem Fall auf

ag = T/o f(t)dt oder, dquivalent, 5= T/o f(t)dt

Interpretation: ag/2 ist der Mittelwert der Funktion f iiber eine Periode.

Vorteil dieser Form: reelle Darstellung, Sinus und Cosinus sind vertrauter als die komplexe
Exponentialfunktion. Nachteil: umsténdlichere und uneinheitliche Definition der Fourierreihe

und der Koeffizienten ag, ay, by,.
Die Sinus-Cosinus-Form ({3.22)) ist vollig dquivalent zur komplexen Form (3.21)); tiber die
EuULERschen Formeln lassen sich die Darstellungen ineinander umrechnen.

(an +iby,) fiirn <0
ao fir n=20
ap — iby) firn >0

Cp —

DN N D[ =

Anmerkungen. In den Definitionen von a,,, b,, ¢, ist iiber eine volle Periode zu integrieren.
Ob von 0 bis T', von —T'/2 bis T'/2 oder auch von 0,815 bis 0,815 + T ist egal. Die passende
Wahl des Integrationsbereiches vereinfacht oft die Berechnung.

Gerade/ungerade Funktion. Gilt fiir eine Funktion f(—x) = f(z) (gerade Funktion, Graph
spiegelsymmetrisch um die y-Achse), dann sind alle b,, = 0.
Gilt fiir eine Funktion f(—z) = —f(z) (ungerade Funktion, Graph punktsymmetrisch um den
Ursprung), dann sind alle a,, = 0.
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(Begriindung: Wihlen Sie —7'/2 bis T'/2 als Integrationsbereich und spalten Sie das Integral in
zwei Summanden: Integral von —7'/2 bis 0 und Integral von 0 bis 7'/2. Je nach Funktionstyp
heben sich die beiden Summanden auf.)

6.1.3. Lésungsweg. Die Erregerkraft 14sst sich als Summe von Termen darstellen; wir 16sen
fiir jeden Term und summieren die einzelnen Losungen. Wesentliche Voraussetzung fiir diese
Vorgangsweise ist die Linearitéit des Problems.

Wir haben also lauter einzelne Gleichungen der Gestalt

(3.23) My (t) 4 bin(t) + kxn(t) = 6™, t R,

zu losen — je ein x,(t) pro Fourier-Term. Die Dauerlosungen dieser Gleichung sind uns aber
schon bekannt, siehe Gleichung ([2.5):

Cn et . 1
zn(t) = — H(nw)e™ mit H(nw) = .
Ist nw # wy fiir alle n € N, so ldsst sich bei D = 0, oder ndherungsweise bei kleinem D, auch
die einfachere Dauerlosung im ungeddmpften Fall verwenden:

Cn 1

k11— (nw/wk)ze

inwt

xn(t) =

Insgesamt hat also die Dauerlésung von ([3.20) die Form

oo
Erregerterm flit) = Z cne™,
n=—o00
1 — :
Losung x(t) = Z Z CnH (nw)e™ .
n=-—oo

Interpretation: Ein Fourierterm mit Amplitude ¢, im Erregerterm ergibt, multipliziert mit
H (nw)/k, einen entsprechender Fourierterm. Die Ubertragungsfunktion H (w) beschreibt also
den einen einfachen multiplikativen Zusammenhang zwischen Systemerregung und Systemant-
wort im Frequenzraum.

Die Sinus-Cosinus-Version dieser Darstellung ist weit weniger elegant:

Erregerterm  f(t) = n cos(nwt) + by, sin(nwt),

Mg

J
2

n=1

1 oo
Losung  x(t) = @ +2 Z (nw) (an cos(nwt — @p) + by sin(nwt — ¢r,)).

Hier ist V(nw) der Betrag |H (nw)| und ¢,, der entsprechende Phasenwinkel:

V(nw) = ! und  tan g, = M.
O 2w+ B L= Ry
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Einfacher und iibersichtlicher sind die Formeln in dimensionsloser Form, mit w = nwy, ver-

gleiche 2.8/ und

1 —2Dnn
V(nn) = — = und  tang, = ———.
V(1 = n2y?)?2 + (2Dn)

6.2. Nicht periodische Erregerkrifte. Wir haben es anfangs schon angekiindigt:
H(w) ist (bis auf Skalierung mit k) die Fouriertransformierte der Fundamentallosung h(z).
Das wollen wir nun nachrechnen.

Dazu wenden wir den Faltungssatz fiir Fouriertransformationen an. Dazu rufen wir in Erin-
nerung, dass die FOURIERTRANSFORMIERTE F {z} durch das Integral

1—n2n

—+00

Flz(t)} (w) = X(w) = / z(t)e it

—00

definiert ist. Existiert die Funktion X, so ist x unter recht allgemeinen Bedingungen durch
das Integral

1 +o00
x(t) = by / X(w)e*tdw, teR,
—00

darstellbar.
Beispiel sagt, dass F {0} = 1 (iiber den Distributionen) ist. Dann erhalten wir mit den
Rechenregeln in Abschnitt [B

1=F{0}(w) =
—F {m'fi(t) + bh(t) + kh(t)} (w) =

- mf{h} (w) + b]-“{h} (w) + kF {h} (w)
= m(iw)*F {h} (w) + biwF {h} (W) + kF {h} ()
= (—mw? + iwb + k) F {h} (w),

und daher

(3.24) F{h} @) = ——m e = H(w)

das ist bis auf einen Faktor 1/k die in Gleichung definierte Funktion H (w).

Dimensionsbetrachtungen. Die Fundamentallésung h(z) hat Dimension Zeit/Masse, erst
multipliziert mit dem iibertragenen Impuls (Dimension Masse-Linge/Zeit) ergibt sich die
Dimension Lange, entsprechend einer Weg-Auslenkung.

Fouriertransformation, also Integration iiber die Zeit, multipliziert dimensionsméflig mit Zeit,
also hat H(w) als Fouriertransformierte von h(x) Dimension Zeit?/Masse. Das stimmt so in
Gleichung alle Terme im Nenner haben Dimension Masse/Zeit?.
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Die inverse Fouriertransformation integriert iiber den Frequenzbereich, dividiert also dimen-
sionsméfig durch Zeit. Damit heben sich Transformation und inverse Transformation auch
dimensionsméBig auf, wie es sein soll.

In Kapitel 2 ist hingegen H(w) als der dimensionslose Verstirkungsfaktor definiert.

Wir miissen mit unterschiedlichen Konventionen in unterschiedlichen Gebieten zurechtkom-
men. Verstdrkungsfaktoren bei harmonischer Erregung sind sinnvoller Weise dimensionslos
definiert. Bei Fouriertransformationen hat aber praktisch jedes Fachgebiet, jedes Lehrbuch
unterschiedliche Konventionen, was die Skalierungskonstanten betrifft.

Um die Fouriertransformierte X'(w), w € R, der Losung z(¢), t € R, der Differentialgleichung

mi(t) + ba(t) + kx(t) = f(t), teR,

zu berechnen, geniigt es also die Fouriertransformierte von f mit der Funktion H punktweise
zu multiplizieren:

X(w) = H(w)F{f} ().
Wenigstens hier sind wir dimensionsméflig konsistent: F {f} als Fouriertransformierte einer
Kraft hat Dimension Kraft-Zeit. Multipliziert mit H(w) gibt das Dimension Linge-Zeit, kor-
rekt fiir die Fouriertransformierte einer Linge. Wir werden diese Darstellung von X spéter
sehr niitzlich finden.
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Testfragen

(1) (Orientieren Sie sich am Beispiel in Abschnitt [4.1):
(a) Stellen Sie fiir die Erregerkraft

0 firt <0
Fit)=9 _, ..
e firt>0

die Losung der Schwingungsgleichung im ungedédmpften Fall als Duhamelinte-
gral dar.

(b) Werten Sie das Integral aus und geben Sie x(¢) an. Zur Unterstiitzung ein un-
bestimmtes Integral:

/e_S sin(as)ds = —

(c¢) Finden Sie eine partikulidre Losung der Schwingungsgleichung.

(d) Stellen Sie z in der Form z(t) = z,(t) + zx(t) dar und bestimmen Sie die
Konstanten in der Losung zj, so, dass x(t) die Anfangsbedingungen z(0) = 0
und £(0) = 0 erfiillt.

(2) Unebenheiten einer Oberfliche erzeugen ein Signal f(¢), das durch eine periodische

Funktion modelliert wird. (Zahlenwert-Beispiel mit dimensionslosen Einheiten.)

l/\/\

DlePerlodebetragtT—4 fiir —1<t< llstf )—1—1t2 fir 1 <t < 3 ist
f(t) =0.

(a) Berechnen Sie den konstanten Term in der Fourier-Reihenentwicklung der Er-
regerkraft.

(b) Berechnen Sie auch die Terme fiir n = 1 und n = 2 in der Fourier-Reihenentwicklung
der Erregerkraft. Zur Unterstiitzung hier einige bestimmte Integrale:

/01(1—t2)sin(7rt)dt:4+7T2 /01(1—t2)cos(7rt)dt:2 /01(1—t2)cos(2 )dt 10

3 w2 3

e *(sin(as) + a cos(as))
a’+1

0.5

t

(c) Berechnen Sie fiir die oben erhaltenen Terme der Reihenentwicklung entspre-
chende partikulidre Losungen der Schwingungsgleichung & 4 4z = f(t)
(3) Gegeben sei der Rechtecks-Impuls f(¢) (Zahlenwert-Beispiel, dimensionslosen Ein-
heiten)
f

4
1

f(t):{l fir —1<t<1

0 sonst

-2 -1 1 2
(a) Berechnen Sie die Fourier-Transformierte F'(w)
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(b) Berechnen Sie die Fourier-Transformierte X (w) der entsprechenden Losung der
Schwingungsgleichung & + 4x = f(t)



KAPITEL 4

Schwingungen von Systemen mit mehreren Freiheitsgraden

1. Systeme mit zwei Freiheitsgraden

ABBILDUNG 4.1. Feder-Masse-System mit zwei Freiheitsgraden

Das in Abbildung [4.1] skizzierte System hat zwei Freiheitsgrade. Die dazugehérigen Bewe-
gungsgleichungen lauten

(4.1) mi I+ (kg + kl) z1 — koxo =0
(4.2) Mo L9 — ko1 + koxo =0

Wir konnen sie auch in der Form

mi 0 T 4 ki+ ko —ko T _ 0
0 mo :'132 —kQ kQ xIo - 0
schreiben. Setzen wir
_({ m1 O kit ke —ko
M_(O MQ)’ K_( —kg kz )

(dabei ist M die Massenmatrix und K die Steifigkeitsmatrix) und

x
X:( 1)’
L2

so erhalten wir die Darstellung

Mx+ Kx =0,
was sehr an die Gleichung
mZ + kx =0
erinnert. Analog zum eindimensionalen Fall konnen wir den Ansatz
(4.3) x(t) = aeM

7
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versuchen, worin der Vektor x(¢) die beiden Losungen zi(t),z2(t) zusammenfasst und der
Vektor a die beiden Amplituden enthélt. Also

)= (70 ) = () =aen

Da wir auch schon wissen, dass sich fiir A in einem ungeddmpften System ein rein imaginérer
Wert ergibt, beginnen wir gleich mit A = iw, setzen also an

x = ae™!,
Damit ergibt sich
x = iwae™!
X = —wlae™t

und somit

—w?Mae™! + Kae™' = 0,
was nur gelten kann, wenn
(4.4) (—w?M + K)a =0,

wobei wir an einem nichttrivialen Losungsvektor a interessiert sind. Das ist nur moéglich, wenn
die Systemdeterminante Null ist, also wenn

det(K — w?M) = 0.
Das heifit
k1 + ko — w2m1 —ko

(4'5) —kg kQ — w2m2

=0.

Daraus ergibt sich eine quadratische Gleichung fiir w?. Sind +w; und +w, die Losungen dieser
Gleichung, dann kénnen wir einen nichttrivialen Amplituden-Vektor a als Losung von
(—wiM + K)a=0

finden. Und es gibt einen zweiten nichttrivialen Amplituden-Vektor b, der zur zweiten w-
Losung gehort:

(—wiM + K)b =0
Dann sind

twit _

ae a(coswit+isinw t)

und

—twit __

ae a(coswit —1i sinw; t)

Losungen, und auch

acoswit und a sinwt,

sowie jede Linearkombination der Form

(Aysinwy t 4+ By coswi t) a.
Analog erhalten wir die Losungen

b coswst, bsinwst
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mit den Linearkombinationen

(Agsinwat + By coswa t) b.

Die allgemeine Losung z(t) hat dann die Darstellung

x(t) = (A; sin(wy t) + By cos(wi t)) a+ (Agsin(ws t) + By cos(wat)) b.

Dieses Resultat konnen wir auch in der Form

x(t) = kisin(wi t + p1) a+ ko sin(wat + p2) b

schreiben. Spezielle Losungen sind

( Z; >sin(w1 t) und ( Z; >sin(w2 £).

In beiden Féllen schwingen m; und me mit der gleichen Frequenz und erreichen gleichzeitig
ihre Extremwerte, haben jedoch verschiedene Amplituden. Ist wi < ws, so kann man zeigen,
dass a1 und as das gleiche Vorzeichen haben, b; und by jedoch verschiedene. Man nennt
a und b die sogenannten EIGENSCHWINGUNGSFORMEN. Jede Losung setzt sich aus diesen
Losungen durch Phasenverschiebung und/oder Superposition zusammen. Man nennt w; und
wo die EIGENFREQUENZEN des Systems und a cosw; t, asinwi t, b cosws t, bsinws t Grund-
oder Basislosungen.

Analog geht man vor, wenn es sich nicht um 2 sondern um n Massen handelt. Dann betrachten
keine 2 x 2 Matrizen, sondern n x n Matrizen.

Zur Illustration rechnen wir ein Beispiel mit speziellen Werten durch. Es sei my = m, mg =
2m, und k1 = ko = k. Die Gleichung nimmt dann die Form

k k2
2wt — 5—w? + <> =0
m m

an. Die Wurzeln der Gleichung sind

5 1 k
2 _ (2 1 o v
w? <4 4\/17> — =02192
und
5 1 k k
wi =>4 V17| = =2.2808—.
4 4 m m

Die Eigenfrequenzen unseres Systems sind somit

w1 = v 0.21924/ Ld

m

und

| k
Wy = V 2.2808 E
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Setzen wir in (4.4) ein, so ergibt das fiir w? = 0.2192 k/m
al k 1

— = = = 0.5616

ap  2k—wim 2-0.219 ’
wiihrend fiir w3 das Verhiltnis

b1 i = —3.5616

by 2k —wim  2-2280
herauskommt. Beachten wir, dass (4.4)) fiir invertierbares M auch in der Form
M 'Ka=w?a

geschrieben werden kann, so sieht man, dass a ein Eigenvektor der Matrix M ~'C zum Eigen-
wert w? ist. Damit ist a nur bis auf einen skalaren Faktor bestimmbar.

Setzen wir ag = by = 1 (Da es nur auf die Verhéltnisse a;/as und by /be ankommt, bietet es
sich an, jeweils den Nenner gleich 1 zu wihlen), so erhalten wir die Basislosungen

(0,51616) e:l:iwlt und (_31562> e:l:iwgt'

Mit Hilfe der Anfangsbedingungen x(0) und %x(0) kann man dann aus
x(t) = (Ay sin(wy t) + By cos(wi t)) a+ (Agsin(ws t) + By cos(wat)) b

die Konstanten A;, Ag, By, und By bestimmen. Ist etwa z1(0) = 1, 22(0) = 0 und ,(0) = 0,
#2(0) = —1 so erhalten wir die hier dargestellte Losung.
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Testaufgaben.

AUFGABE 4.1.
Frischen Sie, falls notig, Thre Mathematik-1-Kentnisse auf!

(1) Geben Sie (ohne langes Rechnen) eine Ldsung des folgenden Systems an.

1 2 3 1 0
4 5 6| |x2| =10
789 T3 0

(2) Berechnen Sie die Determinante des obigen Systems und begriinden Sie, warum das
Gleichungssystem eindeutig oder nicht eindeutig lGsbar ist.

(3) Geben Sie eine nicht triviale Losung des obigen Systems an.

(4) Der Nullvektor ist in allen folgenden Gleichungssystemen eine Lisung. Gibt es auch
andere Lisungen? Falls ja, geben Sie eine an.

1 2 1| |0 . . .. . .. s
[3 4} . [@] = [O} hat keine weitere Losung / hat eine Lésung: LJ =

1 2 1| |0 . . .. . .. R ESY
[2 4} . [56‘2] = [O} hat keine weitere Losung / hat eine Lésung: [352] =
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AUFGABE 4.2. Gegeben sei ein ungedimpftes Feder-Masse-System mit zwei Freiheitsgraden:

z
77

N
N
N
N

“a 16 4 4

RN
INNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN

7
77 I I
’ I

“ X Y

% o7

7 1 2 A2
2 27

2 27

% 27

7 27

(1) Schreiben Sie die zwei Differentialgleichungen fir die Auslenkungen x1(t) und xo(t)
der beiden Massen an. an.

(2) Geben Sie Massen- und Steifigkeitsmatriz an und schreiben Sie die Bewegungsglei-
chungen in Matrizform an.

(3) Berechnen Sie aus der Bedingung det(K —sz) = 0 die Eigenfrequenzen dieses
Systems.

(4) Finden Sie fir w = 3 einen nichttrivialen Lisungsvektor a des Gleichungssystems

(K —w’M)a=0.

(5) Skizzieren Sie in einem Zeit-Weg-Diagramm fir x1(t) und x2(t) eine mdogliche Schwin-
gungsform fir w = 3.

AUFGABE 4.3. Man erginze das Gleichungssystem um eine dritte Gleichung ent-

s - I .- I
7 % b
2] T1 1 T2 2 T3
7 7 b
i o 7
7 7 b
7 7 7

Man bestimme
(1) Die Bewegungsgleichungen
(2) Die Massen- und Steifigkeitsmatriz des Systems
(3) Die FEigenfrequenzen fir m; =mgo =mg =1, k1 =6, ka =5, k3 = 3.
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2. Massen-, Steifigkeits- und Nachgiebigkeitsmatrix

Wir betrachten allgemein ein System mit n Freiheitsgraden, in dem die Kréifte F und Aus-
lenkungen x auftreten:

F1 I

FQ xTo
F= . , X =

F, Tn

Wenn die Krifte linear von den Auslenkungen abhéngen, dann ldsst sich das Kraftgesetz in
der Form

(4.6) F = Kx

mit einer n x n-Matrix K schreiben. (Das ist eine mathematische Tatsache: jede lineare
Abbildung R™ — R”™ hat die Form y = Ax mit einer n x n-Matrix A.)
Die Bewegungsgleichungen eines solchen Systems haben die Form

(4.7) Mx+ Kx=0

Im Kraftgesetz (4.6) und den Bewegungsgleichungen (4.7)) ist M = [m;;] die MASSENMATRIXEI
und K = [k;;] die STEIFIGKEITSMATRIX.

In der Steifigkeitsmatrix K = [k;;] gibt der Eintrag k;; an, welche Kraft auf Kompo-
nente ¢ wirkt, wenn die Komponente j um eine Einheit ausgelenkt ist und alle anderen
Auslenkungen Null sind.

Die Steifigkeitsmatrix ist symmetrisch: k;; = kj;. Die auf Komponente 7 wirkende Kraft infolge
einer Einheits-Auslenkung von Komponente j ist gleich der Kraft auf Komponente j infolge
einer Einheits-Auslenkung von Komponente 1.
An einem Feder-Masse-System wie zum Beispiel dem auf Seite [85] ldsst sich diese Symmetrie-
Eigenschaft direkt iiberpriifen; allgemein folgt sie immer dann (sogar bei nichtlinearen Kraft-
gesetzen), wenn die Krifte von einem Potential herriihren.
Das Kraftgesetz erlaubt, die Kréifte F bei gegebenen Auslenkungen x direkt zu berech-
nen. Sind umgekehrt die wirkenden Kréfte gegeben und die Auslenkungen gesucht, dann lasst
sich als lineares Gleichungssystem fiir den unbekannten Vektor x bei gegebener rechter
Seite F auffassen:

Kx=F.

Sofern det K # 0, lisst sich das Gleichungssystem durch Elimination 16sen. Die zu K inverse
Matrix A = K~! heift NACHGIEBIGKEITSMATRIX. Mit ihr ldsst sich schreiben:

(4.8) x = AF

In der Nachgiebigkeitsmatrix A = [a;;] gibt der Eintrag a;; die Auslenkung der Kom-
ponente ¢ an, wenn auf Komponente j die Kraft eins wirkt und alle anderen Kréfte
null sind.

1Bei den hier behandelten Beispielen einfacher Feder-Masse-Systeme ist die Massenmatrix immer eine Diago-
nalmatrix. Das ist in allgemeineren Systemen nicht immer der Fall!
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Die Nachgiebigkeitsmatrix ist, ebenso wie die Steifigkeitsmatrix, symmetrisch: o;; = aj;. Die
Auslenkung von Komponente ¢ infolge einer Einheits-Kraft auf Komponente j ist gleich der
Auslenkung der Komponente j infolge einer Einheits-Kraft auf Komponente 3.
Mathematisch folgt die Symmetrie von A aus der Symmetrie von K. Es gilt allgemein: ist
eine Matrix symmetrisch, so ist es auch (falls sie existiert) ihre Inverse.

Potentielle und kinetische Energie, Rayleigh-Quotient.

Fiir ein Kraftgesetz F = Kx ist die potentielle Energie (in den Federn gespeicherte
Arbeit) gleich

1
Epot = ixTK bl
Sind die Tragheitskrifte durch Mx gegeben, dann ist die kinetische Energie gleich

1
Eyin = 5>‘<TM>'<

Falls x(¢) harmonisch schwingt, also zum Beispiel x(t) = asin(wt), dann erreicht das System
die mazimale potentielle Energie, wenn alle Komponenten maximal ausgelenkt und alle Ge-
schwindigkeiten null sind. Die Auslenkungen x sind dann gleich dem Amplituden-Vektor a
und

1
Epot, max — iaTKa .

Die kinetische Energie ist zu diesem Zeitpunkt gleich null.
Die kinetische Energie des Systems ist maximal, wenn die Komponenten durch die Ruhelage
schwingen. Die Geschwindigkeiten sind x(¢) = wa cos(wt), maximal wa. Daher ist

1
Ekin, max — W2§aTMa .
Die potentielle Energie ist zu diesem Zeitpunkt gleich null.
In einem System mit Bewegungsgleichung Mx + Kx = 0 bleibt die Gesamtenergie konstant.
Es muss daher gelten

Ekin7 max — L¥pot, max
1
Ww-al'Ma=-alKa
2 2
T
a’' Ka
4.9 2_< <
(4.9) @ al'Ma

Der Quotient auf der rechten Seite in (4.9)) heift RAYLEIGH-QUOTIENT.
FEigenwert-Problem und Rayleigh-Quotient. Wir haben angenommen, dass a Amplituden-
vektor einer harmonischen Schwingung ist. Dann muss a die Gleichung

(4.10) Ka=w’Ma

erfiillen, siehe Gleichung (4.4)).
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Die Aufgabe, eine nichttriviale Losung des Systems zu finden, ist ein EIGENWERTPRO-
BLEM; einen Vektor a # 0 bezeichnet man als EIGENVEKTOR, den entsprechenden Wert w?
als EIGENWERT des Systems 4.10H

Die Brauchbarkeit des Rayleighquotienten fiir numerische Berechnungen liegt darin, dass
er sich auch fiir Vektoren a, die nicht Eigenvektoren sind, berechnen lasst. Die berechneten
Werte sind dann nicht unbedingt Eigenfrequenzen, aber es gilt:

Das Minimum des Rayleighquotienten liefert die Grundfrequenz (die niedrigste Eigen-
frequenz) des Systems.

T

a’ Ka
4.11 2 — min ———
(4.11) Wi = min g

Das Minimum wird erreicht, wenn a der Grundschwingung des Systems, also einem Eigen-
vektor zur niedrigster Frequenz wq, entspricht. Wahlt man einen Vektor a, der zwar nicht
exakt, aber doch ann&hernd die Grundschwingung beschreibt, dann erh&lt man eine gute
Abschitzung der Grundfrequenz wi; um so genauer, je besser a der Eigenschwingungsform
entspricht.

T
5 a'Ka
(4.12) “LS T
Testaufgaben.

AUFGABE 4.4. Gegeben sind Massen- und Steifigkeitsmatrix:
10 3 =2
el x5 ]
(1) Wie lauten die kritischen Frequenzen?

(2) Wenn die Komponenten um x = [6

5
den Krifte?
(3) Welche Energie ist fir diese Auslenkung in den Federn gespeichert?

(4) Berechnen Sie mit dem Vektor x = [g

} ausgelenkt sind, wie grof$ sind die entsprechen-

] den Rayleigh-Quotienten und schdtzen Sie

die Grundfrequenz ab.

(5) Wenn an Komponente 2 die Kraft 1 und an Komponente 1 keine Kraft wirkt, wie
gross sind die Auslenkungen der beiden Komponenten?

(6) Wie lautet die Nachgiebigkeitsmatriz A?

AUFGABE 4.5. Gegeben ist folgendes System:

2Die mathematische Standard-Formulierung eines Eigenwertproblems lautet Ax = Ax mit Eigenwert A und
Eigenvektor x. Darin tritt nur eine Matrix auf. In unserem Fall treten zwei Matrizen, K und M auf. Man
spricht dann von einem verallgemeinerten Eigenwertproblem.
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(1) Geben Sie die Steifigkeitsmatriz K an.

(2) Argumentieren Sie direkt (ohne auf die Steifigkeitsmatriz zurickzugreifen) mit den
im System auftretenden Krdiften und geben sie so an: Wenn nur die erste Komponen-
te um x1 = 1 aus der Gleichgewichtsposition ausgelenkt ist und die anderen beiden
Komponenten nicht ausgelenkt sind, welche Krifte treten dann an den Komponenten
auf? Und analog: wenn nur die zweite Komponente um xo = 1, bzw. nur die dritte
um r3 = 1 ausgelenkt ist?

(3) Verwenden Sie die Resultate von Punkt 2 und die Linearitit. Wie lauten bei einer
allgemeinen Auslenkung [z1; x2; x3] die resultierenden Krifte [Fy; Fo; F3)?

(4) Zeigen Sie durch Ausmultiplizieren von A - K : die Matriz

3 21
A=-12 4 2
1 2 3

ist die Inverse der Steifigkeitsmatriz K und daher die Nachgiebigkeitsmatrix.

(5) Welche Auslenkung [x1;x2;x3] bewirken an den Komponenten angreifende Krdifte
[F; Fo; F3]7

(6) Stellen Sie in Gedanken die obige Skizze senkrecht und lassen Sie Gewichtskrifte
an den Massen wirken. Welche statische Auslenkung ergibt sich unter Einfluss der
Schwerkraft?

(7) Berechnen Sie mit dem Vektor der statischen Auslenkungen den Rayleigh-Quotienten.
Was schditzen Sie damit ab?

3. Allgemeine Form der Schwingungsgleichung

Wir betrachten das allgemeine Differentialgleichungssystem:

Mx+Bx+Kx=0

Dabei ist x ein Vektor und M, B, sowie K sind Matrizen. Wir wollen immer voraussetzen,
dass M invertierbar ist. Multiplizieren wir von links mit M !, so erhalten wir

X+ M 'Bx+ M 'Kx=0.

wir konnen also ohne Beschriankung der Allgemeinheit voraussetzen, dass unsere Gleichung
die Form

XxX+Bx+Kx=0

hat. Wir setzen © = y und erhalten.

T = Y
y=—Kz— By
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I
.. . . : X T
Fiithren wir nun die Bezeichnungen z = < v > = Y
1
Yn
nd A= 0 I in rgibt sich die Gleichun
u =\ _x _p | e so ergibt sich die Gleichung
z= Az,
die stark an die skalare Gleichung
z(t) = ax(t)

erinnert. Diese hat die Losung z(t) = e®txq. Es ist naheliegend, e? fiir eine Matrix A zu
definieren, in der Hoffnung, fiir die Gleichung

z=Az
die Losung
z=elz
z1(0)
zu erhalten, wobei zg der Vektor z(0) = : ist. In Anlehnung an
z9n(0)
2
a
a P —_— DY
e"=1+a+ o7 T
setzen wir

1 1
eA:I+A+§A2+§A3+...

Man kann zeigen, dass diese Reihe fiir alle A (elementweise) konvergiert. Also konvergiert
auch die Reihe

12 t3
eAt:I+tA+§A2+§A3+...

Die Ableitung einer Matrix B(t) = {b;;(t)} ist durch

d : )
O B(t) = B(t) = {b; (1)}

erklart. Man kann dann unschwer zeigen, dass
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d 4, d 2,

t2
= A+tA2+§A3+...

2
= A (I+tA+2'A2+...>
= At
gilt. Die Losung der Anfangswertaufgabe

z=Az, z(0) = 2o

A

ist dann tatséichlich z(t) = e”! zg, denn

i:AeAtzozAz, und e0zy = I zy = 2

Man kann zeigen, dass die Losung eindeutig bestimmt ist. Diese geschlossene Form der Losung
ist nur brauchbar, wenn man

eAt

tatsdchlich berechnen kann. Das ist fiir Diagonalmatrizen trivial, aber dann sind die Gleichun-
gen auch unabhéngig voneinander. Es gibt aber eine umfangreiche mathematische Theorie zur
Losung dieses Problems. Man verwendet dazu insbesondere die Jordansche Normalform einer
Matrix AH Wir werden uns damit nicht beschéftigen, notieren aber folgenden Satz:

Satz 4.1

Hat die Matrix A die Eigenwerte Ay, ..., \x mit den Vielfachheiten myq, ..., myg, so ist
jede Losung von 2 = Az in der Form
k
z(t) = Z (cii+cizt+ -+ Cipm, tmi_l) ehit
i=1

darstellbar, wobei die c;; passend zu wéhlende konstante Vektoren sind.

Das lidt natiirlich dazu ein, zunichst einmal den Ansatz ceM

zusitzlichen Informationen hat!

zu wahlen, wenn man keine

AUFGABE 4.6. Ein Auto fihrt mit sehr grosser Geschwindigkeit iber eine Bodenwelle (siehe
Abbildung[§.3). Die Stofdimpfer haben (Steifigkeit k1/4, Ddmpfung ba/4). Der Fahrersitz ist
mit eine Feder (Steifigkeit ko, Dimpfung ba) abgefedert. Die Bodenwelle wird mit Hilfe einer

MO L.
3t A = B 'DB, wobei D = (0 A2 ) , so gilt et = ... B7'eP'B
An
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ABBILDUNG 4.2.

Deltafunktion 6y modelliert. Die einzelnen Grifien haben folgende Werte:
k1 = 20000, ko = 200,
bl - 2000, bQ = 80’
mq1 = 1000, and my = 100.

Wie schwingt der Fahrersitz aus, bzw. ab welcher Geschwindigkeit haut sich der Fahrer den
Kopf an, wenn die Distanz zwischen Kopf und Autodach 10 cm sind.

4. Der dynamische Schwingungstilger

Die Dauerlosung eines Systems mit einem Freiheitsgrad, das in der Nahe der Eigenfrequenz
wg durch eine Schwingung mit der Frequenz w angeregt wird, hat eine grofle Schwingungs-
amplitude. Falls keine Dampfung vorhanden ist, kommt es sogar zur Resonanzkatastrophe.
Diese Amplitude kann durch die Anbringung eines zusétzlichen Feder-Masse Systems redu-
ziert werden. Die Idee dahinter ist, dass durch das neue Feder-Masse System ein zusétzlicher
Freiheitsgrad gewonnen wird; die Eigenfrequenzen w; und wy des neuen Systems sollen von
der Erregerfrequenz w weiter entfernt sein als die urspriingliche kritische Frequenz wy.

Wir betrachten das System aus Abbildung und setzen voraus, dass das Grundsystem
durch die harmonische Funktion Fjsinwt angeregt wird.

Die Bewegungsgleichungen fiir dieses System sind

miiy + kixy + ko(x1 —22) = Fpsinwt
maZa + ka(xa —z1) = 0
Mit dem Ansatz x1(t) = A sinwt und z2(t) = Agsinwt, erhalten wir daraus
(k14 ko — miw?)A; — kp Ay = Fp,
—ko A1 + (ko — mo w2)A2 = 0

oder in Matrixform

—miw? + ki + ko —ks A\ (Fo
—ko —m2w2 + ko Ay) L0 /)
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Fysinwt

ABBILDUNG 4.3. Dynamischer Schwingungstilger

Die Systemdeterminante ist

—m1w2 + k1 + ko —ko

D= —ko —m2w2 + ko

’ = (kl + ko — m1w2) (kQ — TYLQW2) — k%

Mit der Cramerschen-Regel folgt, dass

1 Fo _kg Fo (k‘z — m9 w2)
4.13 A= — =
( ) L7 D0 —maw? + ko (k1 + ko — myw?) (ko — ma w?) — k3
und
Ao — i _mlw2 + ki +ky Fpy . Fy ko
2 D —ko 0| (kl + ko — m1w2)(k2 — M2 w2) — k%

Wir wollen die Schwingung der Masse m; (unserer Maschine) tilgen. Anders gesagt, soll
A; = 0. Das ist der Fall, wenn der Zahler von (4.13]) verschwindet, also wenn

k

_2 e w2

ma
ist. Wir gehen davon aus, dass die Maschine im Bereich der Eigenfrequenz betrieben wird.
Dann gilt

k1
W =wi1 = —
mi
und somit
k k
(4.14) 2
mo ma

Nehmen wir der Einfachheit halber vorerst einmal an, dass (4.14]) erfiillt ist — man sagt in
diesem Fall: das Tilgersystem ist auf die Erregerfrequenz abgestimmt. Wir untersuchen das
Verhalten von Ay bei variablem w in Abhéngigkeit von

ma

m1.
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00 05 10 15 20"

ABBILDUNG 4.4. Betrag des dimensionslosen Verstiarkungsfaktors V (7, 1) aus
Gleichung fiir p = 0,2

Setzt man nun
w

Cown
kiirzt (4.13]) durch ks, und hebt im Nenner k; heraus, so ergibt sich

Fg 1-— ?72 FO

(4.15) R e N -

V(n, p).

Der Betrag des dimensionslosen Verstéirkungsfaktors V' als Funktion von 7 ist in Abbildung[4.4]
fir p = 0,2 dargestellt

Der Vorteil dieser Art der Schwingungstilgung ist, dass die Amplitude der Dauerlésung fiir
die Schwingung der priméren Masse Null ist, anderseits entnehmen wir der Abbildung, dass
eine der Unendlichkeitsstellen des Vergroferungsfaktors unter der Erregerfrequenz liegt, die
1 = 1 entspricht. Die andere liegt dariiber. Da keine Ddmpfung vorhanden ist, kann es beim
Anfahren der Maschine daher zu grofien Schwingungsausschldgen kommen. Auflerdem steigt
die Amplitude links und rechts von n = 1 stark an. Das bedeutet, dass bei Schwankungen der
Erregerfrequenz ebenfalls grofle Amplituden auftreten kénnen. Man kann natiirlich versuchen,
die Unendlichkeitsstellen noch weiter auseinander zu schieben, was durch Vergréferung von
meo moglich ist, aber das ist natiirlich kostspielig. W&hlt man mso in der Gréflenordnung von
einem Fiinftel oder einem Viertel der Primérmasse mq, so sind die Unendlichkeitsstellen des
Vergroflerungsfaktors ungefahr bei 7 = 0.8 und 1.2.

Niherungsweise (unter Vernachlissigung von Termen der Ordnung z?) liegen die Unendlich-
keitsstellen bei /P

BB
Noo = 1 £ 5 + 3

BEISPIEL 4.1. Ein Dieselmotor mit einem Gewicht von 3000 N ist auf einem Sockel gelagert.
Es wurde beobachtet, dass der Motor bei einer Betriebsdrehzahl von 6000 U/min {iber seinen
Sockel Schwingungen in die Umgebung induziert. Bestimmen Sie die Parameter des Schwin-
gungsdampfers, der die Schwingungen reduziert, wenn er auf dem Sockel montiert ist. Die
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Grofle der Erregungskraft betrdgt 250 N und die Amplitude der Bewegung der Hilfsmasse soll
auf 2mm begrenzt werden.

BEISPIEL 4.2. Eine Maschine mit 100 kg Eigengewicht ist in der Mitte eines Balkens ange-
bracht, der an beiden Enden gelenkig unterstiitzt wird. Der Balken habe eine Léange von 3
Metern, einen Elastizititsmodul von 200-10% N/m?, und ein axiales Flichentriigheitsmoment
von 1,3 -107%m®*. Wihrend des Betriebes treten an der Maschine harmonische Krifte mit
einer Amplitude von 5000 N bei Geschwindigkeiten von 600 und 700 r/min auf. Entwerfen
Sie einen ungeddmpften Schwingungstilger, sodass die Amplitude der Dauerlosung bei allen
Betriebszusténden kleiner als 3mm ist.

AUFGABE 4.7. Fine Maschine mit 200kg FEigengewicht ist mit einer Feder der Steifigkeit
4-10° N/m verbunden. Die Maschine wird durch eine harmonische Kraft der Amplitude 500 N
belastet, die Frequenz sei 50rad/s. Entwerfen sie einen ungedimpften Schwingungstilger so,
dass die Schwingungsamplitude der Dauerldsung fir die primdre Masse Null ist und fiir die
sekunddre héchstens 2 mm.

AUFGABE 4.8. Man vergleiche die Bodenkraft der Maschine aus Aufgabe [{.7 ohne Schwin-
gungstilger mit der Bodenkraft nach Anbringung des Schwingungstilgers.

5. Der dynamische Schwingungstilger mit Dimpfung

Bei Schwingungstilgern ohne Dampfung haben wir folgende Nachteile festgestellt:

(1) Da die niedrigere der beiden Eigenfrequenzen des neuen Systems unter der Betriebs-
drehzahl ist, treten beim Anfahren der Maschine hohe Amplituden auf.

(2) Da die Amplitude der priméren Masse schon bei geringer Abweichung von der Be-
triebsdrehzahl sehr grofl wird, kann man den Schwingungstilger bei variablen Dreh-
zahlen nicht mehr gut einsetzen.

Aus diesem Grund démpft man Tilgersysteme. Wir betrachten das System aus Abbildung [£.5]

und setzen voraus, dass das Grundsystem durch die harmonische Kraft Fjsinwt angeregt
wird.

Fysinwt

ABBILDUNG 4.5. Dynamischer Schwingungstilger mit Ddmpfung
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Die Bewegungsgleichungen fiir dieses System sind
(4 16) mix1 + b(.’i‘l — i?g) + kix1 + ]4?2(.%'1 — .ZL'Q) = Fysinwt
' mgi’g—i-b(ig—.%"l)—l—k)g(xg—l'l) =0

Wir rechnen der Einfachheit halber mit der Stérfunktion Fjp ef“’t (der Imaginérteil davon ist
Fy sinwt) und setzen die komplexe Losung an als z1(t) = A1e™?, x5(t) = Aze™! (die Losung
des Gleichungssystems (4.16)) ist der Imaginérteil davon). Wir erhalten so

(ky 4 ko — miw? +ibw)A; — (ko +ibw)As = Fy
— (kg 4+ ibw) Ay + (ky — mgw? +ibw)Ay = 0;
oder in Matrixform
—miw? + ibw + k1 + ko —ibw — ko A\ (Fo
< —ibw — ko —maw? + ibw + k2> (AQ) - < 0 > )
Aus diesem Gleichungssystem lassen sich die beiden Amplituden Aj, A bestimmen; hier

mittels Determinanten (Cramerschen Regel). Die Determinante der Systemmatrix A dieses
Systems ist

det(A) = mimso wh — i(ml + TTLQ)bUJS - (mlkg + mok1 + m2k2) w? + ibky w + k1ks.
Damit haben die komplexen Amplituden die Werte

kQ —m2w2 + ibw

A = F
P det(A)
und
kQ —ibw
Ao = Fj ——— .
27 70 et(A)
Setzen wir wie vorhin
k1 mo w
wil =4/—, pu=—— und n=—
mi m w11

sowie

kz w29 b 1
w9 = —, V= — und D — 5
V mo w11 2mg woo

so erhalten wir die Verstéirkungsfaktoren

k1 (2Dnv)? 4 (n? — V2)2
A1 — "

Fo 2Dnw)? (P2 (p+1) = 1)* + (g% — 2 ((u + D2 + 1) +12)?
und
A ki (2Dnv)? + v4
“F T\ @D P 1) = 1P+ (it — 2 (i D)2 + 1) + 02)°

Wir entnehmen Abbildung dass die Schaubilder der Vergréflerungsfaktoren fiir verschie-
dene Werte von D — bei gleichbleibenden Werten von p und v — durch die Punkte P und @
gehen. Da diese Punkte die Amplituden rechts und links von n = 1 bestimmen, ist es nahe-
liegend, v so zu wihlen, dass sie gleich hoch sind. Wir bestimmen P und @ aus den Kurven
fir D =0und D = cc:
772 o V2 B 1
=+ D2+ 1) +v? 1=+ p)
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(N O B LI = > B |

n

3 05 1.0 15 20

ABBILDUNG 4.6. Verlauf der Vergroflerungsfaktoren fiir Masseverhéltnis p =
0,25.

Schwarze Kurven fiir Abbstimmverhéltnis v = 0,9 und verschiedene Werte von
D. Alle Kurven gehen durch die Punkte P und @, die aber nicht auf gleicher
Hohe liegen.

Griine Kurve: optimales Abstimmverhéltnis v = 0,8 und optimales D = 0,274
gem#fl Gleicungen (4.17) und (4.18). Der maximale Verstdrkungsfaktor ist

vmax% \(]‘—i_%'

Daraus erhalten wir eine biquadratische Gleichung in 7. Fiir die Abszissen n; und 72 von P
und @ ergibt sich die Beziehung
Mo = 2—11- (1/2(1+Iu) + 1T VA4 p)?2 — 22 + 1)
1
Eine elementare Rechnung zeigt nun, dass die Vergrolerungsfaktoren an den Stellen 77 und
12 gleich grof sind, wenn

1
v=-—
1+p
ist. Langwieriger ist es, einen optimalen D-Wert zu finden. Eine mdogliche Bedingung dafiir
lautet, dass P und ) auch Maxima sind. Exakt ldsst sich das nicht erreichen. Jede Para-

meterwahl ist ein Kompromiss. In der Literatur findet man daher verschiedene Angaben fiir
,optimale“ Parameter.

(4.17)

(4.18) D=
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Zusammenfassung. Ein geddmpfter Schwingungstilger ist durch folgende Parameter
charakterisiert.

w1 = ooy kritische Frequenz des Hauptsystems
1
k
wog = m—Q kritische Frequenz des Tilgersystems
2
m
W= 2 Massenverhéltnis Tilger zu Hauptmasse
mq
w
y= -2 Abstimmverhéltnis des Tilgersystems
w11

Man spricht, je nachdem, ob v < 1 oder v > 1, von einem tief oder hoch abgestimmten
Tilger.

by
D=—"— Déampfungsgrad des Tilgers
NI prungsg g
Es ist laut Theorie besser, den Tilger tief abzustimmen. Ein optimales Abstimmverhéltnis
und passender Dampfungsgrad sind

v=—— und D= 37M
1+p 8(1+ 1)
Bei dieser Parameterwahl ist der maximale Verstirkungsfaktor iiber den gesamten Frequenz-

bereich

1
AUFGABE 4.9. Gegeben sei die Konfiguration von Beispiel [{.9 Man fihre eine optimale
Schwingungstilgung mit Dimpfung ein. Es sei p = 0.25 und die Drehzahl 600 r/min. wie
grofs ist die Amplitude der Schwingung des Primdrsystems?






KAPITEL 5

Nichtlineare Systeme

Bei unseren bisherigen Uberlegungen sind wir von der Linearitit der Bewegungsgleichungen
ausgegangen. Wir haben vorausgesetzt, dass die Riickstellkraft einer Feder proportional zur
Auslenkung ist, die Dampfung proportional zur Geschwindigkeit, und die Masse konstant
bleibt. Bei solchen Systemen besteht ein linearer Zusammenhang zwischen Eingangs- und
Ausgangsfunktion. Nun sind aber insbesondere die ersten zwei Voraussetzungen meist nur
annahernd erfiillt, wodurch die Bewegungsgleichungen nichtlinear werden, und der Zusam-
menhang zwischen Belastung (Storfunktion, Eingangsfunktion) und Systemantwort (Losung,
Ausgangsfunktion) nicht mehr linear ist. Auch funktionieren unsere bisherigen Losungsverfahren
nicht mehr, da Linearkombinationen von Losungen keine Losungen mehr sein miissen.

Die allgemeinste Form der Differentialgleichung so eines Systems, die wir betrachten ist

(5.1) i = f(z,a,1).

Exakte Losungen sind hier schwer zu finden und rar; die Methoden schwierig. Man trachtet
daher, Aussagen iiber das Verhalten solcher Systeme treffen zu kénnen, etwa ob es periodi-
sche Losungen gibt, welche Periode sie haben, bzw. ob es beschrankte Losungen gibt, wenn sie
nicht periodisch sind. Dabei sind Phasenraumdiagramme, implizite Losungen und Energie-
betrachtungen sehr hilfreich. Alternativ kann man mit numerischen Verfahren die Losungen
sehr genau berechnen.

Eine andere Vorgehensweisen ist die Betrachtung von linearen Ersatzsystemen. In allen Féllen
sind Energiebetrachtungen hilfreich.

1. Phasenraum autonomer Systeme

Betrachten wir zunéchst diese Systeme ganz allgemein. Ein AUTONOMES SYSTEM hat die
Form

x=v(x), xe€DCR"
wobei die rechte Seite von ¢ unabhéngig (autonom) ist. Darunter fallen auch alle autonomen
DGLn n-ter Ordnung

2™ = flx,z,... ,x(”*l)).
Im Folgenden wollen wir uns mit den autonomen Systemen in der Ebene beschéftigen. Dabei
wiahlen wir die Form

(5.2) (z,y) € D C R%

T = f(xa y)a
v =g(z,y),

Eine Darstellung von Orbits zu unterschiedlichen Anfangsbedingungen, idealer Weise auch mit
Pfeilen, die anzeigen, in welcher Richtung die Bahnen durchlaufen werden, heifit PHASENPOR-
TRAIT (auch: PHASENRAUMDIAGRAMM, ZUSTANDSDIAGRAMM. Der Begriff Phasendiagramm

97
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wird in diesem Zusammenhang gelegentlich verwendet; er ist allerdings schon anderweitig ver-
geben: man bezeichnet damit {iblicherweise die thermodynamischen Zustéinde und zugehorigen
Phasen eines Systems in Abhéngigkeit von Druck und Temperatur.)

Das Paar (z,y) zu einem Zeitpunkt ¢ wird als ZUSTAND des Systems bezeichnet; das Dia-
gramm, das entsteht, wenn man ausgehend von einem Anfangszustand (z(0),y(0)) weitere
Wertepaare (z(t),y(t)) fiir einen Bereich ¢ > 0 einzeichnet, wird als BAHN, TRAJEKTORIE
oder ORBIT des Systems im Zustands- oder Phasenraum bezeichnet.

Neben der Parameterdarstellung = = z(t) und y = y(t) besteht auch oftmals die Moglichkeit
einer expliziten Darstellung als y = y(z) oder z = z(y) oder in impliziter Form als F'(x,y) = ¢
mit ¢ € R. Genauer gesagt, nehmen wir an, dass x = z(t) auf einem Intervall umkehrbar ist,
das heifit ¢ = t(x). Somit erhalten wir fiir y = y (¢(x)) =: y(x). Differentiation nach x ergibt

(z,y)
(z,y)

y
5.3 Yy =2 =

Q

falls f(z,y) # 0.

~

Diese DGL wird PHASEN- oder BAHNEN-DGL von (j5.2]) genannt. Ihre implizite Form ist

g(x, y) - f(.CU, y)y/ = 0.

Nun kehren wir zu unseren Schwingungen zuriick und erhalten, dass ([5.1)) im autonomen Fall
die Form

(5.4) i = f(z,)
hat. Wir setzen & als Funktion v von z. Dann folgt mit der Kettenregel

= gv(x) = %v(:n)% = (z) = V' (z)v(z).

Mit (5.4]) folgt daraus die zugehorige Phasen-DGL:

dv

(5.5) i %f(ac,v).

In dieser DGL wird nur die Abhéngigkeit der Geschwindigkeit v vom Ort x untersucht; die
Zeit t wird dabei komplett vernachldssigt. Die allgemeine Losung v = v(x) der Phasen-DGL

(5.5) stellt ein VORINTEGRAL von (5.4) dar.

Allgemein gilt folgendes Losungsverfahren:
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Loésungsverfahren fiir die autonome DGL:
z(to) = @o, &(to) = vo.
1. Samtliche Nullstellen ¢ von f(§,0) = 0 bestimmen partikuldre Losungen z(t) = &
(in Ruhelage).
2. Substituiere v(z) = . Dann gilt & = vv’ und fiir v(z) gilt die DGL
w' = f(z,v).
3. Bestimme die allgemeine Losung v(x) = v(x,c1) mit ¢; € R mittels Trennung der
Variablen.

4. Lose das Anfangswertproblem vy = @(tg) = v(x(tg), c1).
5. Trennung der Variablen liefert die allgemeine implizite Losung

e
t+02—/v(§701).

6. Das Anfangswertproblem liefert fiir die implizite Losung

_[f_dg
t_to_/xo v(&,c1)

BEISPIEL 5.1. Lose die DGL

, i?
B=—r
z(0) = %(0) = 1.

LOsuNG. 1. &(t) = 0 liefert xz(t) konstant. Das ist aber fiir die Anfangsbedingungen
irrelevant.
2. Setze v(x) = 4. Dann ist & = vv’ und somit

3. Trennung der Variablen liefert
v L = o(z)=cazx
v T
4. Wir setzen die Anfangswerte ein und erhalten
1 =wvg =v(zg,c1) = 3.
5. Es folgt, dass
. dz

x

S

_E:’U([L‘):x
5

6. Nochmaliges Einsetzen der Anfangswerte liefert co = g und somit

() = <§t+1>2. =

Kehren wir nun zu einem konkreteren Beispiel zuriick und betrachten den harmonischen
Oszillator.

1 5 s
= t+62:/x5dx:6x5.
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BEISPIEL 5.2. Man bestimme fiir das System
(5.6) mi(t) + kx(t) = 0
mit m = 4kg, k = 4N/m die Bahnkurve in der Phasenebene zu den Anfangsbedingungen

2(0) = v/6m, 2(0) = 0.

LOsuNG. Wir formen die Gleichung zunéchst wie in (5.4) um

mi+kr=0 <& I= —ﬁx = f(xz, ).
m
Mit v = & erhalten wir die Phasen-DGL als
dv 1 kx
PR ACHL ey
Multiplikation mit mv dv gibt
mvdv = —kxdx.

Wir integrieren beide Seiten (Integrationskonstante nicht vergessen):
2 2
v x
m—=—k—+C.
2 2

Mit den gegebenen Werten von m und k, sowie den Anfangsbedingungen erhalten wir

,02 2

x
4—+4— =12.
2 * 2

Das ist die Gleichung eines Kreises mit Mittelpunkt im Ursprung,

2?4+ v =1

und Radius r = v/6.
Abbildung (1] zeigt (allen die nicht wissen, wie ein Kreis aussieht) die von dieser Gleichung
bestimmte Bahn (man sagt auch: diesen Orbit) im Phasenraum. [

2. Energiemethode
Im speziellen Fall, dass die Funktion f in (5.4]) nur von x und nicht von & abhéngt, d.h.

(5.7) i = f(x),
konnen wir die Energiemethode zur Bestimmung einer Losung verwenden:
1. Wenn f(£) = 0, dann ist y = £ = const eine partikuldre Losung.
2. Wir multiplizieren die DGL (5.7)) mit 24 und integrieren nach t:
(5.8) 2i = 2f(x)i = (&)? =2F(z)+ C),
wobei F' eine Stammfunktion von f ist.
3. Auflésen nach # gibt schlieflich:
. dx
t=+\2F(x)+C; = t=4+ | ———+0C
2F(x) + C4
mit Cp,Cs € R.
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% (in m/s) Wk

1<>
; ; | | z (in m) //\\ z (in m)
-2 -1 0 1 2 \\y

14

ABBILDUNG 5.1. Links — Orbit im Phasenraum fiir die Differentialgleichung
und die Anfangsbedingungen aus 5.6

Rechts — Phasenraumportrit fiir das System mi(t) + kxz(t) = 0. Beachte: die
Geschwindigkeit & ist hier auf der vertikalen Achse mit wy skaliert eingezeich-
net. Damit bleiben die Bahnen auch fiir allgemeine Werte von k und m Kreise!

Wenn wir in der rechten Gleichung von (j5.8]) # mit y ersetzen erhalten wir das Vorintegral
Uz, y) =y° — 2F(z).
Die Funktion F' nennt man das POTENTIAL der Kraft. Die Schaubilder von
U(z(t), &(t) = E
in der zz-Ebene sind die Phasenraumdiagramme.

BEISPIEL 5.3. Betrachten wir folgende Kréftegleichung:

(5.9) mi(t) + kx(t) = 0.
Dann multiplizieren wir beide Seiten mit & und integrieren nach t:
i? z?

Diese letzte Gleichung besagt, dass die Summe aus kinetischer und potentieller Energie immer
konstant ist.

Systeme, bei denen Gesamtenergie konstant bleibt, bezeichnet man als KONSERVATIV, und
nennt U(x,4) = F eine implizite Losung, im Gegensatz zu einer Darstellung von z als expli-
ziter Funktion von ¢.

Im Folgenden zeigen wir, dass man unter Zuhilfenahme impliziter Losungen wertvolle quali-
tative und quantitative Aussagen iiber z(t) machen kann.

3. Das mathematische Pendel

Fiir das mathematische Pendel (Abbildung erhalten wir folgendes Kriftegleichgewicht:
ma(t) = —mgsin(y).
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ABBILDUNG 5.2. Das mathematische Pendel

Dabei beschreibt a(t) die Beschleunigung auf der Kreisbahn. Nachdem bei einer vollen Umdre-
hung von 27, die Masse eine Strecke der Liange 27/ zuriicklegt, folgt, dass bei einer Bewegung
um ¢ die Masse eine Strecke der Linge fp zuriicklegt. Damit ergibt sich die Beschleunigung
als zweite Ableitung — a(t) = ¢p(t). Wir erhalten also die nichtlineare Bewegungsgleichung
mlp(t) = —mgsin (t)
mit ¢(0) = ¢p und $(0) = 0, welche man leicht in die Form
p(t) + gsinp(t) =0
iiberfithrt. Die Ruhelagen sind z(t) = k7 mit k € Z. Fiir die allgemeine Losung berechnen
wir zunéchst ein Vorintegral (Multiplikation mit ¢(¢) und Integration nach t):

(1) G(1) + () sing() =0 = LE(1) — geosplt) = e

S =y (atgeon(e))

wobei das Vorzeichen + dem Hin- und Riickschwingen des Pendels entspricht. Aus den An-
fangsbedingungen ¢(0) = ¢o und ¢(0) = 0 erhalten wir ¢; = —gcos(pp) und somit die
implizite Losung

1 [ d
P / . ,
W Jiy /2 (cos(€) — cos(o))
wobei w? = /(/g.
Die SCHWINGUNGSDAUER T ist die Zeit einer ganzen Periode t(¢9 — 0 — —¢o — 0 — ¢p),

oder zweimal eine Halbe 2t(pg — 0 — —¢y), oder viermal eine Viertelte 4¢(¢9 — 0). Also

erhalten wir
T é ¥o dgp
wJo /2 (cos(p) — cos(0))

Wir erinnern uns an die Formel

2 2 2
cos(a) = cos (2%) = cos (%) — sin (%) =1-—2sin (%) )

Damit ergibt sich fiir den Ausdruck unter der Wurzel

T_Q/‘PO ng
Cw o 0 ($0)2 (N2
\/sm(T) —sin (£)
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sin (g) = sin (%) sin(u).

Ableiten auf beiden Seiten liefert

%cos (g) dy = sin (%) cos(u) du .

Wir formen geeignet um und erhalten

Schliefflich substituieren wir

q 28111 (£2) cos(u) d 2sm (£2) cos(u dy— g SO (£2) cos(u) q
p=2—— " du=2——=2"—""du= u.
cos (£) 1 — sin (%)2 \/1 — sin (%)QSin (u)?

Eingesetzt in das Integral folgt schliefllich

r_ 4 /@0\/ 1 sin () cos(u) du

sin % — sin (9020)2 sin (u)? \/1 — sin (%)2 sin (u)?

_ /‘po cos(u) du
\/1 sin (u)? \/1 — k2 sin (u)?
»0
w/o Vl—kQSin(u)Z.

Dies bedeutet, dass die Schwingungsdauer sehr wohl von g abhéngt. Das letzte Integral ist ein
ELLIPTISCHES INTEGRAL und im Allgemeinen nicht durch elementare Funktionen darstellbar.
Auch hier helfen Computeralgebrasysteme. So liefert Matlab den Wert 2,6221 fiir das Integral

dy
V/cos p — cos(m/2)

N 7,416.
g

Wenn man, wie iiblich, fiir kleine Winkel sin ¢ = ¢ setzt, so ist

.. g
Zo=0
S0+€<P

In anderen Worten, fiir @9 = 7/2 ist

und wy, = /g/¢. Fiir T erhalten wir damit

I [P L asss,
w g g

eine vom maximalen Ausschlag unabhingige Grofie.
Ein Pendel, dessen Schwingungsdauer 2 Sekunden betrégt, nennt man SEKUNDENPENDEL.
Lost man die Beziehung

l
—0277
g

2:T:



104 5. NICHTLINEARE SYSTEME

nach £y auf, so erhalt man
=2 ~1
0= 5~1lm
7r
fiir die Lénge des Sekundenpendels.

4. Schwache Federn

Die Riickstellkraft f(z) einer Feder haben wir bisher immer als

f(x) =k
angenommen. Wir wollen nun auch andere Riickstellkrifte untersuchen. Dazu wollen wir
voraussetzen, dass f ungerade ist, das heif3t

f(=x) = —f(x)

fiir alle z, und dass f(x) fiir positive = ebenfalls positiv ist — zumindest in einer Umgebung
des Nullpunktes. Ist rechts vom Nullpunkt f”(z) < 0, so spricht man von einer SCHWACHEN
FEDER. Da f eine ungerade Funktion ist, beginnt die Taylorreihenentwicklung von f also mit

f(@)=ax +azz’ +--- .
Daher ist die einfachste Form fiir die Riickstellkraft f(x) einer schwachen Feder

flx)=z—23 |z| <1.
(Fir || > 1 wechselt f das Vorzeichen, wirkt also nicht mehr riickstellend, sondern absto-
Bend.) Setzen wir m = 1, so erhalten wir die Differentialgleichung
(5.10) i) +x(t) — x(t)® = 0.
Die allgemeinere Gleichung

mi(t) + ayz(t) — azz(t)®> =0
lasst sich durch geeignete Skalierung auf die Form ([5.10) bringen: setze w = \/ai/m,l¢ =
‘ in

\/a1/a3; eine Variablentransformation & = x/¢,t = wt transformiert Gleichung
2
dcéz:z +i—-32=0,
also auf die Form der Gleichung [5.10
Nachdem die Riickstellkraft nicht von der Geschwindigkeit #(t) abhéngt, konnen wir die
Energiemethode verwenden. Um ein Vorintegral zu erhalten, multiplizieren wir Gleichung[5.10
also zunéchst mit #(t). Das ergibt

()@ (t) + 2(t)x(t) — o(t)x3(t) = 0,

woraus wir durch Integration das Vorintegral

erhalten.
Wir betrachten nun die Gleichung U(z, #) = E fiir verschiedene Werte E > 0 in der z@-Ebene.
Dazu schreiben wir sie in der Form
4
(5.11) 2 = —22+ 2 4op

2
= —(@®-1 .
5@ =1+ —5
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Die Losungskurven sind also sowohl beziiglich der z-Achse, als auch beziiglich der -Achse
symmetrisch.

Zuerst suchen wir Losungen (x, ) der Differentialgleichung , fiir die sich der Korper in
der Ruhelage befindet. Ruhelage heifit, dass © = & = 0 gilt. Aus & = 0 eingesetzt in
folgt, dass sich der Korper an einer Stelle (x, #) = (¢, 0) in Ruhelage befindet, fiir die

c—c3=0
ist, und damit
c(1—c*) =0.
Das gibt die Losungen ¢ = 0 und ¢ = £1. So erhalten wir in der xi-Ebene die Punktlésungen

(0,0), (1,0), (~1,0).

Diese Punkte nennt man auch KRITISCHE PUNKTE.

Nun gehen wir daran, die Kurven zu finden, die einen kritischen Punkt enthalten. Dazu
bestimmen wir die zugehorige Energie E.

Fiir (0,0) ist £ = 0, und die Gleichung (siehe (5.11])

2
932:—3:2(1—:’;), 2] < 1,

hat aufler x = & = 0 keine Losungen, da die rechte Seite fiir 0 < |z| < 1 immer negativ ist,
die linke aber nie.
Fiir (—1,0) und (1,0) ist £ = % und wir suchen das Schaubild von

1
-2 2 2
it=Z(x*-1
2( )?

also von

&= i\f( 2 1)
Es sind Parabeln, die durch die Punkte (—1,0) und (1,0) hindurchgehen (Abb. [5.3).
Im Bereich |z| < 1 erhalten wir zwei Parabelbogen C; und Cj, wobei der erste iiber der
z-Achse und der zweite darunter liegt. Es ist leicht zu sehen, dass sich die Punkte auf C;
gegen (1, 0) und die auf Cy gegen (—1, 0) bewegen, diese Punkte in endlicher Zeit aber nicht
erreichen.
Fir £ < % liegen die Losungskurven innerhalb des durch C; und C begrenzten Bereiches.
Da sie beziiglich der Koordinatenachsen symmetrisch sind und auch keine kritischen Punkte
enthalten, miissen es geschlossene Kurven sein, wobei die z-Achse in den Punkten

(- Vizizo)

geschnitten wird und die @-Achse in den Punkten (0, :l:\/ﬁ) Es ist nicht schwer zu sehen,
dass die Kurven auflerhalb des von C7 und C5 begrenzten Bereiches wie in der Abbildung
eingezeichnet aussehen.

Ein weiterer Punkt von Interesse ist die Periodendauer T'. Die Schwingungsdauer ist die Zeit,
die das System braucht, um eine Phasenkurve zu durchlaufen. Da das Phasenraumdiagramm
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—

)

ABBILDUNG 5.3. Phasenraumportrit fiir das System & + 2 — 2% = 0, verglei-
che 5111

Geschlossene Bahnen (griin) in der Umgebung des Ursprungs sind fiir Ge-
samtenergie 0 < F < 1/4 moglich. Zu E = 1/4 gehort die rote Kurve (die
Separatrix); sie trennt Bereiche offener und geschlossener Bahnen. Die blauen
Bahnen oberhalb und unterhalb der Separatrix entsprechen E > 1/4. Fiir die
blauen Bahnen links und rechts der Separatrix ist £ < 1/4 und kann auch
negativ sein.

hier symmetrisch sowohl um die z- als auch die &-Achse ist, berechnen wir nur eine Viertel-
Periode, namlich die Zeit, die das System braucht, um von einen Punkt (0, vpax) zum Punkt
(x0,0) zu gelangen. Schreibt man 7'/4 als Integral

T/4
T/4:/ 1dt
0

und substituiert z(t) fiir ¢ erhdlt man mit & = % und dt = df
z(T/4)
(5.12) T/4 :/ —a
0 T

Setzt man & oben ein erhilt man fiir die Periodendauer T im Fall F < %

(5.13)

1—1—4E
T:4/ dx
0

V2B — 22 4 2

Fiir £ = 1/4 ist

1—v1—4F B 1 \@ B -
4/0 = 4/0 mdw = 4v/2 [artanh(z)]y = oo.

dx
\2E — 22+ %
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Integrale dieser Art sind mit Computeralgebrasystemen numerisch problemlos genau auswert-
bar. So liefert MATLAB fiir £ = 0,2 den Wert 8,300 54.

5. Coulombdampfung

Wir betrachten nun einige Fille nichtgeschwindigkeitsproportionaler Dampfung und beginnen
mit der sogenannten Coulombschen Dampfung, also mit dem Fall, in dem die Reibungskraft
nur von der Richtung der Geschwindigkeit, nicht aber von ihrer Gréfle abhéngt. Dabei ist der
Betrag der Reibungskraft gleich umg. Wir erhalten die Gleichungen

—umg fir >0,

(5.14) e = { pmg fiir @ < 0.

Nach Division durch m bekommen wir Gleichungen der Gestalt

—pg fir & >0,

. 2
x—l—wkx—{ ng fur & <O0.

Nun bestimmen wir Vorintegrale, indem wir zunéchst durch Multiplikation mit 2% /w,% erwei-
tern.

2¢3 . —2dpg/w?, fir >0,
Tz +2ir = { 2iug/wi  fir 4 <0,

Durch darauffolgende Integration und kleine Umformungen erhalten wir daraus

.\ 2 2
(1) n (m+%g) = 2 fir >0 und

Ly )
(ﬁ) + (ﬂf—%) = 72 fir <0.

Trégt man &/wy iiber = auf, so sind das Kreise in der oberen Halbebene mit dem Mittel-
punkt (—ug/wi,0) = (—umg/k,0) und Kreise in der unteren Halbebene mit dem Mittelpunkt
(umg/k,0). Dieses Phasenportrait zeigt Abbildung

Angenommen die Masse habe zum Zeitpunkt ¢y die Auslenkung z¢y > umg/k = ug/wz.
Dann ist die Federkraft grofler als die Reibungskraft und die Masse beginnt sich in Richtung
Ursprung zu bewegen. Im Phasenraumdiagramm entspricht das einer Bewegung auf dem
Halbkreis in der unteren Halbebene. Der néchste Schnittpunkt mit der z-Achse ist bei z1 =
—x9 + 2umg/k. Ist |z1| > pwmg/k, so beginnt sich die Masse in der anderen Richtung in
Bewegung zu setzen und trifft bei x9 = xg — 4umg/k wieder auf die z-Achse.

Wir haben es also mit einer Schwingung zu tun, bei der die Amplitude bei jedem Halbzyklus
um 2pmg/k abnimmt, unabhéingig vom Betrag der jeweiligen Amplitude. Wird dieser Betrag
kleiner als umg/k, so kommt die Bewegung zum Stillstand.

Aus der Beziehung ist ersichtlich, dass es sich immer um eine Schwingung der Kreis-

frequenz wy, = /k/m handelt, und zwar unabhingig vom Reibungsbeiwert .

BEISPIEL 5.4. Gegen sei das System von Abbildung Die Masse werde 10 mm weit ausge-
lenkt. Wieviele Zyklen durchlauft das System bevor es zur Ruhe kommt?
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ABBILDUNG 5.4. Phasenportét fiir das System , Schwingung mit Cou-
lombscher Reibung. Die Bahnen setzen sich aus Halbkreisen abwechselnd um
einen der beiden Mittelpunkte zusammen. Sie verlaufen im Uhrzeigersinn spi-
ralférmig nach innen und enden auf der Verbindungslinie der beiden Mittel-
punkte. Fiir den Anfangszustand x = zg, v = 0 markieren Richtungspfeile den
Verlauf. Eingezeichnet ist fiir diese Bahn auch: nach einem Umlauf hat sich
die Auslenkung um 45—513 verringert.

k = 10000 N/m
m=1kg

v

Reibungsbeiwert 0.12

ABBILDUNG 5.5. Coulombreibung

LOsuNG. Pro Zyklus nimmt die Amplitude um

dpmg 4 x0.12 x 1kg x 9.81m/ s>

AA =
k 10000 N/m

= 0.47Tmm
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ab. Die Bewegung endet, wenn die Federkraft die Reibungskraft nicht mehr iibertrifft, also
wenn die Auslenkung kleiner als x, = pmg/c = 0.118 mm ist. Die Anzahl n der Zyklen ist
also grofler als
10mm — x, 10mm — 0.118 mm
AA 0.47mm
Die Masse kommt also nach 21% Zyklen zum Stillstand. |

= 21.02.

Wir vermerken noch drei Hauptunterschiede zwischen Coulombddémpfung und ge-
schwindigkeitsproportionaler Ddmpfung;:

(1) Die Frequenz der Schwingung ist unabhingig von der Stirke der Rei-
bungskraft, ganz im Gegensatz zum Fall der geschwindigkeitsproportiona-
len Dampfung, bei der die Frequenz wp = wg V1 — D? vom Dampfungsgrad
abhéngt.

(2) Die Amplitude der Schwingungen nimmt unabhéngig von der GroBe der Am-
plitude bei jedem Zyklus um den gleichen Betrag ab, wihrend die Abnahme
bei geschwindigkeitsproportionaler Dadmpfung exponentiell ist.

(3) Beider Coulombdémpfung kommt die Bewegung nach endlicher Zeit zum Still-
stand. Im Gegensatz kommt die Bewegung bei geschwindigkeitsproportionaler
Démpfung nie ganz zum Stillstand.

AUFGABE 5.1. FEin Korper mit einer Masse von 100kg gleite mit Coulombscher Ddmpfung
auf einer mit 10° geneigten schiefen Ebene und ist, dhnlich wie bei Beispiel [5.4] durch eine
Feder gestiitzt. (Man stelle sich Abbildung um 10° geneigt vor.) Die Federkonstante sei
15000 Nm~1.

Man bringt die Masse um 30mm aus der Ruhelage und beobachtet eine Amplitudenverminde-
rung von 1,1 mm bei jedem Zyklus. Wie grof$ ist der Reibungsbeiwert?

6. Reibschwinger

Beim REIBSCHWINGER gehen wir von der in Figur dargestellten, idealisierten Situation
aus. Fiir x = 0 seien Federkraft und Reibungskraft ymg im Gleichgewicht. Es besteht also
die nach links gerichtete Federvorspannungskraft

x{t)

=

O

ABBILDUNG 5.6. Reibschwinger
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ko = umg.
Wir unterscheiden drei Fille.
(a) m ist schneller als das Band (& > v). Die Reibungskraft ist nach links gerichtet und
mi + kx = —ko — pmg
= —2umg.
(b) m ist langsamer als das Band (& < v). Die Reibungskraft ist nach rechts gerichtet und
mz + kx = —kg + pmg
=0.

(c) m ist gleich schnell wie das Band (& = v).
—2umg <kxr<0 = —<x<0.
Wir bestimmen zunéchst ein Vorintegral fiir (a) und (b).

. | —2pmg fir & >wv,
mx+kx_{o fiir & < v.
. -2 fir ©>wv

2. ng ’
ac—i—wx—{o fir = <w.

Multiplikation mit 24 /w? ergibt

24% . —dipg/w?, fir @ >,
w? +2$m_{0 fir = <w,

also mit Integration (r; und ry sind Integrationskonstanten und lassen sich zugleich als Radien

in einer Kreisgleichung interpretieren!)

w

. 2
(2)2 + (x+2wi29) = 72 fir @>0

(%)2 + 2? = 13 fir @<w.
Im (x, %)—Diagramm erhalten wir fiir den ersten Fall Stiicke von Kreisen mit dem Mittelpunkt
(—20%9,0) und Radius 71, wobei ﬁ > = sein muss, im zweiten Fall sind die Kurven Kreise,
bzw. Teile von Kreisen, mit dem Mittelpunkt (0,0) und Radius ra.

Im Fall (c) erhalten wir die Strecke von (—20%9, Z) bis (0, 2).

Ruhepunkte (Singuldre Punkte) gibt es fiir z = k, also & = 0. Dann ist & < v, also haben wir
Fall (b). Wegen & = 0 folgt daraus

cx =0,
also z = 0. Damit ist (0,0) der einzige Ruhepunkt (singuldre Punkt). Die Losungen durch

diesen Punkt geniigen
0\ 2
<> +0% = r%.
w

Damit ist ro = 0 und wir haben nur die Punktlésung (0, 0).
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2
M1={——{_‘:—‘§-;U) ! Mz-(O,DJ

ABBILDUNG 5.7.

Das Phasenraumdiagramm ist in Figur dargestellt. Man entnimmt dem Diagramm, dass
alle Anfangsbedingungen in harmonische Schwingungen der Frequenz w um die Ruhelage x =
0 iiberfithren. Mit C; bezeichnen wir den Kreis um Ms mit Radius v/w. Ist die Anfangslage
auflerhalb von C; oder auf 'y, so liegt die Bahn letztlich in C. Ansonsten gibt es von Anfang
an eine harmonische Schwingung.

Beachtet man, dass x4 mit wachsender Differenzgeschwindigkeit |2 —v| féllt, so ist C kein Kreis
mehr, aber noch eine geschlossene Kurve, die eine periodische Lésung gibt, und die Kurven
innerhalb von (' sind nach auflen gerichtete Spiralen, die sich C'y ndhern. Wir haben es dann
mit einer aus Haften und Gleiten zusammengesetzten SELBSTERREGTEN SCHWINGUNG zu
tun. (Bei solchen Schwingungen wird die notwendige Energie von auflen zugefiihrt.) Dieses
Phénomen ist als Quietschen von Kreide an der Tafel, dem Quietschen der Straflen- und
Eisenbahn und dem Rattern von Maschinen wohlbekannt.
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AUFGABE 5.2. Ein Mopedmotor wird durch die Massenkrifte seines Kurbeltriebs von innen
zu Schwingungen erregt. Ist n die Motordrehzahl, so gilt angendhert fir die Vibration x(t):

i+ 2di + k*z = Aw? (cos(wt) + 1 cos(2wt))
mit w = 2mn und k = 4d = 240s™ L.

a) Welche Figenfrequenz wy hat die Motoraufhingung? (Man setze A = 0!)
b) In welchem Drehzahlbereich liuft das Moped besonders rauh? Setzen Sie dazu

x(t) = Ay cos (wt + 1) + Az cos (Wt + p2) ,

berechnen Sie Ay und As und bestimmen Sie die n, fiir welche Ay beziehungsweise Ao
mazimal werden. Weiters bestimmen Sie den Drehzahlbereich fiir welchen /A3 + A3 > 2A
gilt.



KAPITEL 6

Schwingungen von Kontinua

1. Einfithrung

Bis jetzt haben wir Systeme betrachtet, die aus einzelnen Komponenten (Massen) bestanden.
Hier betrachten wir Systeme mit kontinuierlicher Masseverteilung. Diese werden nicht mehr
durch gewohnliche, sondern durch partielle Differentialgleichungen beschrieben. Zusétzlich
zur Zeitabhéngigkeit kommt die Abhéngigkeit vom Ort hinzu. Fasst man die Bewegung eines
kleinen Massepunktes als Freiheitsgrad auf, so besitzt ein kontinuierliches System unendlich
viele Freiheitsgrade mit unendlich vielen Eigenschwingungsformen und Eigenfrequenzen.

In der Praxis sind in erster Linie die ’Grundschwingung’, d.h. die erste Eigenfrequenz, die
néchste Groflere, die erste 'Oberschwingung’, und vielleicht noch die néchste interessant.
Wir werden hier als erstes die Schwingung einer Saite, dann die Langsschwingungen, bzw. die
Torsionsschwingungen einen Stabes kennenlernen. Danach werden wir Balkenschwingungen
betrachten.

Bei Kontinuumsschwingen ist es wichtig wie die Saite, der Stab, bzw. der Balken am Rand
verankert sind. Dass heifit ob z.B. ein Balken rechts und links fix eingespannt ist, frei schwingt
oder elastisch montiert ist.

2. Wellengleichung

Bevor wir uns an die konkreten Beispiele vorwagen, wollen wir die allgemeine Wellenglei-
chung herleiten. Dabei verwenden wir drei Varianten. Die erste ist eine Verallgemeinerung
von Mehrkorpersystemen aus Kapitel 4} Dabei betrachten wir Longitudinalwellen. Das sind
Wellen bei denen die Schwingung in Ausbreitungsrichtung stattfindet. Ein klassisches Beispiel
sind Schallwellen. In der zweiten Herleitung beschéftigen wir uns mit Transversalwellen. Ge-
nauer gesagt, wollen wir die Wellengleichung fiir eine schwingende Saite herleiten. Die dritte
Herleitung ist eine Verallgemeinerung der beiden vorhergehenden auf héhere Dimensionen.
Dazu benétigen wir den Satz von Stockes.

2.1. Longitudinalwellen. Wir zerlegen unser System in N Massen m, die iiber Federn
mit Steifigkeit & verbunden sind. Wenn das ganze System die Lénge L besitzt, dann erhalten
wir als Abstédnde h = # Wir erhalten die Abbildung

Z z+h x+2h

ABBILDUNG 6.1. Ausschnitt

113
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Wir nehmen an, dass u(z,t) die Auslenkung der Masse an der Stelle z zum Zeitpunkt ¢
beschreibt und das diese nur in Lingsrichtung passiert. Es gilt einerseits die Riickstellkraft

Fiiooke = k [u(x + 2h,t) —u(x + h,t)] — k [u(z + h, t) — u(z, t)]

und andererseits die Beschleunigungskraft
2

0
FNewton = ma(t) = m@ U(ZL‘ + h, t).

Nach dem dritten Newtonschen Gesetz miissen diese Kréfte gleich sein:

(972 u(z + h,t) = % [u(x + 2h,t) — 2u(x + h,t) +u(z, t)].

ot?
Die Idee ist nun ein Grenziibergang N — oco. Dazu setzen wir L = N - h; M = N - m und
_ k.
K=%:
0? KL?u(z + 2h,t) — 2u(x + h,t) + u(x,t)
(z+2h,t)—u(z+h,t) (z+h,t)—u(x,t)
_KLQu;B hu:c _u(zx hu:c
M h
Im Grenziibergang h — 0 (welcher N — oo entspricht) erhalten wir
P _ KL
o2 M 0Ox?

2.2. Transversalwellen. Wir nehmen an, dass u(z,t) den Ausschlag des Punktes z
einer Saite zum Zeitpunkt ¢ beschreibt. Dann betrachten wir ein kleines Stiick im Interval
[,z + h] und nehmen an, dass die Spannung in x durch die Funktion S gegeben ist (siehe

Abbildung .

ABBILDUNG 6.2. Spannung einer Saite

Fiir ein kleines Stiick der Lénge h erhalten wir die Masse Am = ph. Analog zu oben erhalten
wir die Beschleunigungskraft:
0u
FNewton = Ama(t) = phﬁ.
Sei der Ausschlag beziiglich der Lange der Saite so klein, dass die Spannung in z-Richtung
konstant ist, wihrend jene in y-Richtung variiert. Dann erhalten wir in z-Richtung

(6.1) S(z) cos(a) = S(x + h) cos(B) = o = konstant,

wobei S(x) die Spannkraft im Punkt z angibt. Analog erhalten wir in y-Richtung
2

(6.2) S(xz + h)sin(B) — S(x)sin(a) = F, = phM

o2’
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Division von (6.2)) durch (6.1)) ergibt

S(z+ h)sin(B8)  S(x)sin(«a) p . 0%u
- =t —t =LCp=
S(x 4+ h)cos(8)  S(x)cos(a) an(f) - tan(a) o Ot?
Wegen der dhnlichen Dreiecke gilt
0 0
tan(a) = 8—2 () und tan(pB) = 872 (z+ h).
Damit folgt, dass
ou ou p . 0%u
ar "M =5, 0= hg
Wir dividieren schliefllich durch A und erhalten im Grenziibergang h — 0
o _pou
0x? o ot?’
wobei p die lineare Massendichte (in kg/m) und o die Spannung (in N) der Saite ist. Die

Dimension des Bruchs £ ist s2/m? und (wie wir unten sehen werden) das Quadrat der Aus-

breitungsgeschwindigkeit c.

2.3. Wellen in einem idealen Gas. Bevor wir uns der allgemeinen Wellengleichung
widmen, wollen wir diese in drei Dimensionen betrachten. Dazu stellen wir uns ein ideales
Gas vor, mit Dichte p, Geschwindigkeit v und Druck p. Dann wird die Bewegung dieses Gases
von drei Gesetzen (Gleichungen) bestimmt.

1. Kontinuititsgleichung. Wegen der Massenerhaltung ist die Anderung der Masse in einem
Raum V' gleich dem Fluss iiber die Oberfliche. Anders gesagt, es kann nur Masse von
auflen hinzugefiigt oder entfernt werden. Dieser Fluss iiber die Oberfléiche ist

/ i - i dS,
oV

wobei OV die Oberfliache (der Rand) von V', i ein Normalenelement der Oberfléiche und dS
ein infinitesimal kleines Fldchenelement ist. Mit dem Gauf’schen Integralsatz folgt dann

/ pﬁ-ﬁdS:/pdiv(ﬁ)dm.
oV v

Die KONTINUITATSGLEICHUNG besagt nun, dass die zeitliche Veréinderung der Dichte dem
Fluss durch die Oberfléiche entspricht. Das heif3t
0
5? = —podiv (7).
2. Newtonsches Gesetz. Der Druckgradient induziert ein Kraftfeld, das eine Beschleunigung
der Teilchen bewirkt. Wir haben sozusagen

ov
po, = —grad(p).

3. Zustandsgleichung. In idealen Gasen ist der Druck bei konstanter Temperatur proportional

zur Dichte:

p=2p.
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Aus diesen drei Gesetzen kénnen wir nun folgern, dass
82 282p P 0 . 2 1. ov
P = ga = ¢ 50 div (v) = —c¢“ div ('00815>
= 2 div (grad(p)) = *Ap.

2.4. Allgemeine Wellengleichung. Das Bild der schwingenden Saite liefert uns eine
Moglichkeit, wie wir die Wellengleichung auf hthere Dimensionen verallgemeinern kénnen.
Sei also V' C R™ ein Teilgebiet des R™. Nehmen wir der Einfachheit halber an, die Dichte p
von V ist 1. Dann ergibt sich die Beschleunigungskraft als

2

0 0%u
FXNewton = @ /‘/U(X,t)dx = /V w (X, t)dX.

Dem gegeniiber greift eine SSpannungskraftdn der Oberfliche an. Wir erhalten somit

FSpannung = _/ .ﬁ . ﬁdS,
ov

wobei 0V die Oberfldche von V, 7i der Normalvektor aus V heraus und dS ein infinitesimal
kleines Oberflichenelement ist.

Nun ist das eine Integral iiber V und das andere iiber 0V bestimmt. Daher wollen wir den
Satz von Stokes (als Satz von Gauss in R? bekannt) verwenden, um diese Integral wie folgt

umzuschreiben:
/ F.7dS = / div(F)dx,
ov 1%

wobei div die Divergenz des Vektorfeldes F darstellt. Nach dem dritten Newtonschen Gesetz
erhalten wir also

0%u .=
T (x,t)dx = — /V div(F)dx.

Fiir elastische Korper gilt, dass die Kraft F in erster N&herung proportional zum Gradienten
ist. Daher
F ~ —a - grad(u).
Es folgt somit
div(F) = div (—a - grad(u)) = —aAu,
wobei A der Laplace-Operator ist. Schliefflich erhalten wir
0? 0?
/ —g—aAu dx=0 — 2% _ 4Au=0.

v \ Ot ot?
Nachdem die Wellengleichung oft auch D’Alembert-Gleichung genannt wird, heifit der Diffe-
rentialoperator

192 Ko
= 2gp T 2292
c? ot — 0x;

D’Alembert-Operator. In dieser Schreibweise ist die Wellengleichung einfach Cu = 0.

3. Schwingung einer Saite oder eines Kabels

Telegraphenleitungen, oder auch Stromleitungen, die {iber Strommasten miteinander verbun-
den sind, geniigen derselben Gleichung wie eine Gitarrensaite.
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ABBILDUNG 6.3. Schematische Darstellung einer Gitarrensaite.

3.1. Eine Gitarrensaite.

AUFGABE 6.1. Fine Gitarrensaite der Linge | ist auf der rechten und linken Seite fixiert.
Gesucht ist eine Funktion w, wobei w(z,t) die transversale Auslenkung aus der Ruhelage an
der Stelle x € [0,¢] und zur Zeit t > 0 angibt. Wie schaut die Lisungsfunktion aus, falls die
Saite angezupft wird.

Physikalische Grofien
e p Dichte;
e A Querschnittsfliche der Saite;
e 7 Spannkraft.

Die Gleichung: Die Gleichung fiir w : [0, 4] x [0, 00) — R lautet (¢ = 7/(pA)):

(6.3) 2 0w (z,t) _ 0*w(z, t)7
Ox? ot?

Da die Gitarrensaite rechts und links fest eingespannt ist, kommen noch folgende Randbedin-
gungen hinzu:
(6.4) (1) w(0,t) =0, wund (i) w(lt)=0, t>0;

Die Ansatzfunktion: Im Ansatz nach Bernoulli geht man davon aus, dass die Lésungsfunktion
sich auf folgende Weise darstellen lésst: w(z,t) = X (x)-T'(t). Setzt man diese Ansatzfunktion
in (6.3)) ein erhilt man

(x,t) € (0,£) x [0,00).

X" (2)T(t) = T() X (z),

bzw.
CQX”(fU) _ T(t).
X(x)  T()
Die rechte Seite hiangt nicht von x ab; dann kann aber auch die linke Seite nicht von z
abhéngen. Und von t hingt die linke Seite auch nicht ab — die einzige Moglichkeit, die noch
bleibt, ist: beide Seiten sind konstant. Den Wert der Konstanten werden wir noch genauer
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bestimmen. Einstweilen bezeichnen wir sie mit —w?. (Es wird sich gleich herausstellen, dass
diese Bezeichnung giinstig gewihlt ist, weil w tatséchlich die Kreisfrequenz der Schwingung
sein wird.)
Es gilt also

2 X"(x) _ T(t)

= = = konstant = —w?
c X)) ~ T onstan w”,
Daher gelten fiir X und T jeweils die Gleichungen
2 ..
(6.5) X" (z) + (f) X(x)=0 und T(t)+w?T(t) =0
c

Beide Gleichungen entsprechen dem Typ der Gleichung einer freien Schwingung. Wir wissen
von frither oder kénnen sofort nachpriifen: Basislosungen sind

X(z) = Sm(ﬁcf% und T(t):{

coS (Za;
Die Lésung fiir X: Unterschiede bei der X-Gleichung im Vergleich zur Schwingungs-
gleichung sind:

e Die Funktion X h&ngt von z, nicht von ¢ ab.

e Die Ableitungen X" erfolgen nach z, nicht nach t.

e Bei der Schwingungsgleichung waren Position und Geschwindigkeit fiir ¢ = 0 als
Anfangsbedingungen festgelegt. Hier sind zwei Positionen, X (0) und X (¢), durch
die Einspannung als Randbedingungen vorgegeben.

e Die Rolle von w in der Schwingungsgleichung iibernimmt hier w/c. Der Term im

w

Argument der Winkelfunktionen ist statt wt hier (—w) Er ist wie wt dimensionslos,
c

und das ist fiir Argumente von Winkelfunktionen bekanntlich notwendig.

Die allgemeine Losung fiir X ist eine Linearkombination der Basislésungen:

(6.6) X(z) = m sin(w—f) + as cos(w—f), z € [0,4].
Die Koeflizienten a1 und ao und w sind noch zu bestimmen. Die Funktion X eingesetzt in die
Randbedingung (6.4)-(i) ergibt
X0)=0=a sin(%O) + as cos(%O); = ap =0, a1 und w sind frei wihlbar.
Die Funktion X eingesetzt in die Randbedingung —(ii) ergibt
X)) =0 = a Sin(%f) + as cos<%€> =0 =
ay sin<g€) =0 = Siﬂ(gﬁ) =0=

C Cc
cni

14
Hier erhalten wir nicht nur eine Losung fiir w, sondern viele verschiedene Lisungen - genau
genommen abzihlbare viele. Diese Losungen haben wir nummeriert und in der Losungsmenge

Losungsmenge: L= {wn = , ME No} .
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Erste Ei genschw ngung Zwei te Ei genschwi ngung

1 1
0.8
0.5
0.6
0.4 0.2 0.4 \0.6 0.8
0.2 -0.5
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1
Dritte Ei genschwi ngung Vi erte Ei genschwi ngung
1
0.5 0.5
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 .8
-0.5 -0.5
-1 -1

ABBILDUNG 6.4. Die einzelnen Eigenschwingungen (Moden).

L zusammengefasst. Setzt man z.B. w; in die allgemein Gleichung fir X ein und
beriicksichtigt dass as = 0 ist, so erhélt man eine Funktion X; die wie folgt ausschaut

T
Xy (z) = a sin<w1—>, x € [0,4].
c
(Wir bezeichnen hier mit a% bzw. mit a den ersten, bzw. n-ten Index. Es ist also ,,hoch 1*
oder ,hoch n“ kein Exponent.) In gleicher Weise kann man w,, in die allgemeine Gleichung
fiir X einsetzten, und erhélt so eine Funktion X, die wie folgt aussieht

no (T
Xp(z) = af sm(wnc), z € [0, /).

Das heif3t fiir jedes w, erhilt man eine Funktion X,, die sogenannte Eigenfunktion. In der
Bildserie sind die ersten vier Eigenfunktionen (auch Moden genannt) dargestellt.

Die Losung von T'. Als nichsten Punkt gilt es eine Losung fiir T' zu finden. Da wir nicht
eine einzige Losung der Eigenfrequenz erhalten sondern die Lésungsmenge £, miissen wir fiir
jedes wy, eine Gleichung fiir T aufstellen. Genau gesagt erhalten wir fiir jedes n ein Losung die
wir mit 7, bezeichnen. Sei also wy,(z,t) = X, (z)T,(t). Setzt man w,(x,t) in die Gleichung
ein, so erhéalt man

02X, (z)

CQWTn(t) = Xn(x), (x,t) € (0,0) x[0,00),

bzw.
EX ()T (t) = To(t)Xn(z), (z,t) € (0,£) x [0,00).
Dividiert man obige Gleichung durch 7}, und X,, erhilt man

Xp(x) _ T(t)
chn(x) = m, (z,t) € (0,€) x [0,00).
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Die Funktion X,, kennen wir ja schon und wir kénnen X,, oben auf der rechten Seite einsetzen

und erhalten ,
02 Xn (‘T)

m =—w? neNg
Damit 16st T;, folgende Gleichung
To(t) + W2TH(t) = 0.
Die allgemeine Losung fiir 7;, lautet also
T,(t) = Aisin(wyt) + Az cos(wpt), t>0.

Allgemeine Form der Gesamtlésung: Um die Gesamtlosung zu finden miissen wir
die einzelnen Losungen aufsummieren. Wir erhalten also

o0
w(z,t) = Zsin(ﬁx> (AT sin(wpt) + A5 cos(wpt)), t>0,0<z </
c
n=0
Berechnung der Koeffizienten A7 und A5 mittels den Anfangsbedingungen:
Die Saite wird angezupft. Damit lautet die Anfangsbedingung:

2hx 0<xr< é
6.7 = -~
und
(6.8) w(z,0) = 0.

Damit folgt aus der Orthogonalitétsrelation der Eigenfunktionen, d.h.
4

¢ = =
/ sin(wpx) sin(wpx) dr = {2’ e
0 0, n#m

l 14
L, on=m
/ cos(wpx) cos(wpz)dr = {2’ ’
0

0, n#m
folgendes
l
/ w(z,0) sin(wpx)dr = ZAQ/ sin (wpx) sin(wy,x) dx
0
:gém,n
~ apt
2 2 °
Damit gilt

1
Ay = i/o sin(wpx)wo(x) dx

4

2( [2 2 [t
= hz / sin(wpx)z dx + hg sin(w,z) (¢ — x) dx

0

)

2

8 2h &un o lwn
T2 \*°
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ABBILDUNG 6.5. Die Gesamtlosung.

und A7 = 0. Das heifit, in unseren Fall wo die Gitarrensaite angezupft wird, also die Anfangs-
bedingungen und erfiillt, erhalten wir als Losung

Z Ay sin (wpx) cos (wpet), t>0,0 <z </,

n 8 2h bwy\ . 5 (lwn
A2 = Q_)%K{COS (4) S1n <4>}

Die Gesamtlosung mit Werten £ = 1, ¢ = 1, h = 0.2 ist im Bild [6.5| dargestellt.

wobei gilt:

3.2. Eine schwingende Saite. Wir haben im vorigen Beispiel gesehen, dass die Eigen-
frequenzen durch die Randbedingungen —(i) und (ii) berechnet wurden. Hier kann man
sich die Frage stellen, in wie weit die Eigenfrequenzen von den Randbedingungen abhéngen.
Dies zu illustrieren dient das néchste Beispiel.

AUFGABE 6.2. Am linken Rand ist eine Saite der Linge | fixiert. Weiters gleitet die Sai-
te am rechten Rand reibungsfrei und ist nach oben abgefedert und steht unter Spannung,
kann sich aber in der Héhe am rechten Rand verdndern. Die Erdanziehungskraft wird nicht
beriicksichtigt. Berechnen Sie die Schwingungsform der Saite.

Die Gleichung fiir w : [0, ] x [0,00) — R lautet (¢* = 7/(pA)):

0*w(z,t) 0*w(z,t)
2 ) _ )
2L TLD e 0.0)x 0.00)

mit Randbedingungen:
e Linker Rand:

(6.9) w(0,t) =0, t>0;
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ABBILDUNG 6.6. Eine abgefedert gelagerte Saite.

e Rechter Rand:

ow(x,t)
1 = —k t
(6 0) 4 ox =/ ’U)(ﬂ?, ) x={
Ansatzfunktion: w(z,t) = X (x) - T(t), wobei X folgende Gleichung 16st
0?X ()
2 _
c 92 +X(z) = 0,

und 7T eine Gleichung 16st, die noch von X abhéngt. Damit erhélt man als Losung fiir X
X(x) = m sin(%x) + as cos(%x), x € [0,1].
Die Funktion X eingesetzt in die Randbedingung ergibt
X0)=0=a sin(%()) + as cos(%O); = ap =0, a1 und w sind frei wihlbar.

Der Koeffizient a; und w sind noch zu bestimmen. Die Funktion X eingesetzt in die Rand-

bedingung ergibt
") = — v “O) = —karsin(¥
TX'(0)=-kX({) = alcTcos(c€> = kalsln(cﬁ> =
w k Sin(%é)

= 2 i t (w€>

= — = ——tan(—/).

c 7 cos(0) c T c

Setzt man ¢ = 1 und zeichnet man die Funktionen = — tan(x) und =z — —kx auf, so sieht

man dass es unendlich viele Losungen gibt. Ist / = 1 kann man graphisch folgende Werte
fiir w herausfinden: w; = 1.9, wy = 4.845, w3y = 7.936, wy = 11.12, ws = 14.8, wg = 17.32,

wr = 20.455, ... . Sei {wy, : n € N} die Menge der Losungen der Gleichung
w w
(6.11) = =k tan(;ﬂ).
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Funktionen z — tan(z) und z — —£z

Genau wie bei dem Beispiel vorher erhélt man fiir jedes n eine extra Gleichung fiir T'. Das
heifit
(6.12) To(t) + w2Th(t) = 0, mneN.
Aus den vorherigen Kapiteln wissen wir das die allgemeine Losung zu ((6.12)) folgendermaflen
lautet:

T,(t) = b} sin(wpt) + b5 cos(wpt), t>0.

wobei die Koeffizienten {b7,05 : n € N} noch zu bestimmen sind. Kombiniert man beide
Losungen, lautet die allgemeine Losung
w(z,t) = (A” sin(wpt sin(%) + A% cos(wpt sin(M)>
2.0 = 3 (4 sinCont)sin (7)o 47 ot (%

Hier hat man die Unbekannte a7, b7 und b5 durch die neuen Unbekannten A} und A% ersetzt.
Als letzten Punkt muss man noch die Koeffizienten {A}, A} : n € N} bestimmen. Dies kann
man mit Hilfe der Anfangsbedingungen machen. Da am Anfang der Stab gespannt ist und an
der Stelle zq festgehalten wird, erhalten wir folgende Anfangsbedingungen fiir w und :

w(z,0) = wo(l’):%
w(z,0) = 0.

Die Projektion auf die einzelnen Moden ergibt:

m 2 [t . (W
AT = Z/o wo(x) sm( . )da:
4

2y t roma B 2y sin(*m) — lwyy, cos (

z,

)
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Schwingung des ersten Modes Schwingung des dritten Modes

1

Fiir die Koeffizienten A7" erhélt man

Am = %/Oeogn(“”f)dx:o.

walw,t) = Y A3 cos(wnet) sin (<)

neN

wobei {A% : n € N} durch Gleichung (6.13]) und {w, : n € N} durch die Gleichung (6.11])
gegeben sind.

Die Losung lautet damit

3.3. Zusammenfassung. Folgende Punkte sind wichtig ©

e Es gibt unendlich viele Eigenwerte oder Eigenfrequenzen. Fiir die Praxis sind
aber i.a. die ersten zwei bis drei Eigenfrequenzen wichtig.

e Die Eigenfrequenzen hingen von den Randbedingungen ab. Das heifit,
man kann die KEigenfrequenzen einer Saite veréindern indem man z.B. die
Aufthdngung verdndert.
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ABBILDUNG
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6.7. Auf
den linken Bild sehen
Sie Schnappschiisse zu

Zeiten,

auf den rechten Bild den
zeitlichen Verlauf der
Schwingung an verschie-
denen Stellen.
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Zumeist braucht man die Eigenfrequenzen nicht selbst berechnen, man findet Tabellen in
verschiedenen Biichern. Hier geben wir in Tabelle [I| die Eigenfrequenzen fiir verschiedene

Randbedingungen an.

Randbedingung Frequenzgleichung Zugehoriger Mode
Links —  Rechts
Frei Frei wp=22¢n=0,1,2,... COS (Lgx)
Fest | — | Frei Wy = (2"581)”6, n=12,... sin (W)
Fest Fest Wy, = %7 n=12... sin (n%z)
Fest Feder (K) | Apcot(A,) =— (Kflr), n=1,2,... sin (22%)
Fest Masse cot (A\p) = Ay (%) ,n=12 ...
(' m Saitenmasse, M Endmasse ) sin (%)

TABELLE 1. Wellengleichung: Eigenfrequenzen bei verschiedener Lagerungen.
Hier ist die Federsteifigkeit mit K bezeichnet, um einer Verwechslung mit der
Wellenzahl k vorzubeugen. Die dimensionslose Zahl A\, bezeichnet die n-te
positive Nullstelle der angefiihrten Gleichungen; sie darf nicht mit der Wel-
lenlinge A verwechselt werden. Aus )\, berechnet man die zugehorige n-te

Eigenfrequenz als w,, =

AnC

14
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Die Gitarrensaite war ein Modell. Mit derselben Gleichung kann mann auch Torsions-
schwingungen und Langsschwingungen von Schubstangen beschreiben. Der Lésungsweg
ist dabei derselbe.

4. Balkenbiegeschwingungen

4.1. Schwingung eines zweiseitigen gestiitzten Balken. Wir werden hier nicht zu
sehr auf die Ableitung der Gleichung eingehen, auch wollen wir in erster Linie die Idee ver-
mitteln, wie man einen Balken durchrechnet, bzw. welche Mathematik dahintersteckt.

Gleichung:

(6.14) ETwIY) (2, t) + pii(x, t) = q(,t), (2,t) € (0,0) x [0,00).

Physikalische Groéflen:

e w(x,t) Auslenkung des Balkens aus der Ruhelage zur Zeit ¢ > 0 in Punkt x € [0, ¢];

e FI(x): Biegesteifigkeit des Balkens im Punkt x € [0,/], gleich E-Modul E mal
Flachentragheitsmoment I, wird zumeist als konstant angenommen;

e () = p(x)A(x) Massenbelegung des Balkens in Punkt x € [0, /], wird zumeist als
konstant angenommen;

e p(z) Dichte des Balken in Punkt z € [0, ], wird zumeist als konstant angenommen;

o A(z) Querschnittsfliche des Balken in Punkt x € [0,¢], wird zumeist als konstant

angenommen;
o M(x,t) = —EI(x)w”(z,t) Biegemoment des Balkens zur Zeit ¢ > 0 in Punkt = €
[0, 4];

e ¢(z,t) die Streckenlast (orts- und zeitabhingig angreifende Querkraft pro Lidngen-
einheit) zur Zeit ¢ > 0 in Punkt = € [0, £].

Die Randbedingungen: Der Balken ist rechts und links auf zwei Halterungen gelenkig
gestiitzt, d.h. der Ort ist festgehalten, die Auslenkung w = 0. Der Balken ist aber nicht fix
eingespannt, d.h. er kann sich an der gelenkigen Lagerung drehen und das Biegemoment (M)
ist gleich 0. Mathematisch formuliert kommt man auf folgende Gleichungen:

w(0,t) =0, M(0,t)=0 w(l,t) =0, M(,t)=0,
bzw.
w(0,t) =0, w"(0,t)=0 w(l,t) =0, w"(¢t)=0,
Um die Loésung zu finden, nimmt man wiederum an, dass w folgendermassen darstellbar ist.
w(z,t) = X(z) - T(t).

Auch kann man wieder wie vorher eine Differenzialgleichung fiir X und 7' ableiten, indem

man X (z) - T(t) in einsetzt:
EIXY)(2)T(t) + pT(t) X (x) = 0.

Bei den gleichen Argumenten wie vorher schliessen wir, dass X folgende Differentialgleichung
16st:

EIXIV)(2) + X (z) = 0.
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Allgemeiner Losungsansatz: Die Losung wird nicht nur aus Sinus und Kosinus Termen
bestehen, sondern auch aus Sinus hyperbolicus und Kosinus hyperbolicus:

X(x) = Asin(kz)+ Bcos(kz) + Csinh(kx) + D cosh(kz).

Der Sinhushyperbolikus und Cosinushyperbolikus : Die beiden Funktionen sind
definiert durch:

sinh(z) = § [¢® —e™*] und cosh(z) = § [¢” +e77].
Es gilt
a sinh(z) = cosh(z) und 4 cosh(z) = sin(z)
T B dx B '

Das Gleichungssystem fiir die Koeffizienten: Die Randbedingung w(0,¢) = 0 ergibt

(6.15) Asin(k0) + B cos(k0) + C'sinh(k0) + D cosh(k0) = 0,
Die Randbedingung w(¢,t) = 0 ergibt
Asin(kl) + Bcos(kl) + Csinh(kl) + D cosh(kl) = 0,
Die Randbedingung w”(0,t) = 0 ergibt
—K?Asin(k0) — k2B cos(k0) + k2C'sinh(k0) + k2D cosh(k0) = 0.
Die Randbedingung w”(¢,t) = 0 ergibt
—k?Asin(kl) — k2B cos(kl) + k*C sinh(xkf) + k*D cosh(kl) = 0.

Geschrieben in Matrizenform kommt man auf

0 1 0 1 A 0

0 —K? 0 K2 Bl |0
sin(kf) cos(kl) sinh(xf) cosh(kl) cl |0
—r?sin(kl) —~k?cos(kl) K?sinh(kf) k2 cosh(kl) D 0

Berechnung der Determinante: Um einen nicht triviale Losungsvektor (A, B, C, D)7

zu erhalten muss die Determinante der Matrix gleich null sein. Die Regel von Sarrus ergibt

1 0 1
det(k) = sin(kl) — k2 0 K2
—k?cos(kl) k2sinh(kf) k2 cosh(kl)
1 0 1
+ wZsin(kl) | —k2 0 K2

cos(kl) sinh(kl) cosh(kf)
= sin(wl)(—2x%K? sinh(kf)) + k2 sin(kl)(—2 sinh(k£) K>
= —4sin(kl)sinh(kl)rk?.
Als Gleichung erhalten wir damit

det(kl) = —4k*sin(kl) sinh(kl) = 0
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Berechnung der Nullstellen: Die Nullstellen lauten:

/14:0 = ko =0,
sin(kf) =0 = mn:%,nEZ,

sinh(kl) =0 = kK, = i%,n €Z.

Setzt man die reellen Eigenwerte r, = 7 ein, erhilt man

0 1 0 1 A, 0
nm\2 na 2

0 —(F) 0 ) Bn| _ |0

0 (=)™ sinh(nm) cosh(nm) Chn 0

0 — (%)2 (=)™ (%)Zsinh(mr) (%)QCOSh(nW)) Dy, 0

Es gilt die Eigenwerte in die Matrix einzusetzen und das Gleichungssystem nach A,, B, Cy,
und D,, aufzulésen. Da fiir alle n € N gilt sinh(7n) # 0, folgt aus den ersten drei Zeilen
B,=0,C, =0, D, =0und A, # 0. Damit lautet die nte Eigenschwingung;:

Wy (2, 1) = (aen cos(wnt) + asp sin(wpt)) sin (#) ,

" w2\

Die Eigenschwingungsformen in Raum sind die Sinusfunktionen.
Die Koeffizienten a., und ag, muss man sich anhand der Anfangsbedingungen fiir w(z,0)
und (z,0) berechnen.

wobei gilt

4.2. Einseitig eingespannter Balken.
Die Randbedingungen:

w(0,t) =0, w'(0,¢t)=0 w’(0,t) =0, w"(4t)=0,
Allgemeiner Losungsansatz:
X(x) = Asin(kz)+ Bcos(kz) + Csinh(kx) + D cosh(kx).

Das Gleichungssystem fiir die Koeffizienten: Die Randbedingung w(0,¢) = 0 ergibt

(6.16) Asin(k0) + B cos(k0) + C'sinh(k0) + Dj cosh(k0) = 0,
Die Randbedingung w’(0,t) = 0 ergibt
kA cos(k0) — kB sin(k0) + kC cosh(k0) + kD sinh(k0) = 0.

Die Randbedingung w”(¢,t) = 0 ergibt

—k2Asin(kl) — k2B cos(kl) + k2C'sinh(kl) + k?D cosh(kl) = 0.
Die Randbedingung w"'(¢,t) = 0 ergibt

—r3Acos(rkl) + K3Bsin(kl) + k3C cosh(kl) + k3Dsinh(kf) = 0.
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ABBILDUNG 6.8. Die Funktion x — (1 + cos(x) cosh(z)).

Das Gleichungssystem fiir die Koeffizienten in Matrixform: Geschrieben in Ma-
trizenform kommt man auf

0 1 0 1 A 0
K 0 K 0 B 0
—k%sin(kl) —rZcos(kf) k?sinh(kl) k2 cosh(kl) C 0
—r3cos(kl)  w3sin(kl) k3 cosh(kl) k3 sinh(kfl) D 0

Berechnung der Determinante: Eintippen in Mathematica ergibt
det(r) = 2r5(1 + cos(kl) cosh(kl)) = 0

Die Nullstellen sind als kg = 0 als sechsfache Nullstelle, die restlichen muss man entweder
durch Matlab, Matematica berechnen lassen oder graphisch ablesen. Die Funktion = — (1 +
cos(z) cosh(z)) ist in Fig. abgebildet.

Eingesetzt ergibt das Gleichungssystem dann

0 1 0 1 A 0
K 0 K 0 Bl 10
—k%sin(kl) —r%cos(kf) k?sinh(kl) k2 cosh(kf) cCl 10
—k3cos(kl) w3sin(kl) k3 cosh(kl) k3 sinh(kfl) D 0

Eine Analyse ergibt, dass A = —C und B = —D gilt. Setzt man die Gleichungen in die dritte
Zeile ein und kiirzt durch x2, erhilt man
A(sin(kf) — sinh(kf)) + B(cos(kf) — cosh(kl)) = 0.
Setzt man A = (cos(kf) — cosh(kf)) folgt, B = —(sin(kf) — sinh(k/)), woraus sich fiir die
Eigenmoden ergibt:
wp(z) = (cos(kl) — cosh(kl))(sin(kx) — sinh(kx))
—  (sin(kf) — sinh(kf))(cos(kx) — cosh(kx)), =z € [0,/]

Die Eigenfrequenzen k, muss man anhand der graphischen Darstellung ablesen. Die ersten

Werte fiir [ = 1 sind k1 = 1.87, kg = 4.69, k3 = 7.85 und weiters nehmen wir K34, ~ 7.854+n7
an. Damit erhalten wir

w(z,t) = Z Ch {(cos(knl) — cosh(knl)) (sin(kpx) — sinh(k,x))

n=1

—  (sin(kpl) — sinh(k,l)) (cos(knz) — cosh(knz))} cos(wpt), x € [0,4], t>0.
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In den folgenden Graphiken und sind je die ersten zwei Eigenschwingungsformen
dargestellt.

1 1

1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 -1
2 -2
-3 3
-4 4

ABBILDUNG 6.10. x + cos(knx) — cosh(kn,x), n =1, 2.
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Befestigung Frequenzgleichung Eigenfrequenzen
Links - Rechts Wnp = )\% EI/(pAL*), n=12...
N = 3.1416
' ‘ ' o Xo = 6.2832
gelenkig | — | gelenkig sin(Ap,) =0, n=1,2,... A3 = 9.4248
An =~ nw
A1 = 1.8751
‘ B B Ao = 4.6941
fest | — | frei 1+ cosApcoshA, =0,n=1,2,... A3 = 7.8548
A~ (2n—1)m/2
A1 = 3.9266
‘ _ B Ay = 7.0686
fest | — | gelenkig | tan \,, —tanh A\, =0, n=1,2,... A3 = 10.2102
A~ (An+ 1)7m/4
A1 = 4.7300
B B Ao = 7.8532
fest | — | fest 1 —cosA,coshA,=0,n=1,2,... A3 = 10.9956
A ~ (2n+1)7m/2
A1 = 4.7300
_ ' B B Ay = 7.8532
frei | - | frei 1—cosAncoshAn = 0,m=1,2,... | \© 149956

A >~ (2n+41)m/2
TABELLE 2. Eigenfrequenzen verschiedener Lagerungen

In der Tabelle sind Losungen der Frequenzgleichungen fiir unterschiedliche Randbedin-
gungen zusammengefasst.

e feste Einspannung: w(z*,t) =0, w'(z*,t) =0;

e Gelenklager: w(z*,t) =0, M(x*t)=0;

e freies Ende: M(x*,t) =0, Q(z* t)=0.
Abbildung zeigt eine Tabelle aus Holzweilig und Dresig [3]. Hier sind auch die Schwin-
gungsformen mit Knoten skizziert. Die ersten fiinf Eigenfrequenzen sind mit einer zweistelligen

Genauigkeit angegeben, auf der rechten Seite finden Sie eine Naherungsformel fiir die grofleren
Eigenfrequenzen.

5. Biegeschwingungen eines Balkens, Rayleigh-Quotient

Gegeben sei ein Balken der Lénge L, dem Elastizitdtsmodul E, dem axialen Tragheitsmoment
I des Querschnitts und der Massendichte u(x). (Die Masse des Balkens zwischen x und =+ dx
ist also pu(x)dx.) Wir lassen auch zu, dass F und I von = abhéngen und schreiben in diesem

Fall der Einfachheit halber EI(z) statt E(x) - I(z).
Die potentielle Energie bei Balkenbiegung mit der Biegefunktion y ist dann

1
U= 2/E1(y")2daz
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(Korrigierte) Tabelle aus Holzweifig, Dresig: Lehrbuch der

ABBILDUNG 6.11.
Maschinendynamik.
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P(x)z(t)

ABBILDUNG 6.12. Biegeschwingungen eines Balkens

Macht man den Ansatz y = ¢ (x) z(t) und fiithrt die Grofien verallgemeinerte Masse, Steifigkeit,
geometrische Steifigkeit und effektive Last wie folgt ein:

L L
m = [ o) (a)da, ¢ = [ Bl @iis,
0 0

L L
Choom = N [ /@, pia = =iy | nle)ie)ds.
Dann erhélt man folgende Bewegungsgleichung

m*Z + (€7 = Cgeom)? = Pesi(t) -

Dabei ist u4(t) eine an einem Ende in orthogonaler Richtung zum Balken wirkende Bewegung,
eine sogenannte Basiserregung. Modelliert der Balken einen Turm, so kann dies etwa die
Bewegung der Basis durch ein Erdbeben sein. Diese Bewegung verursacht die effektive Last.
N sei eine Belastung in Richtung der Achse des Balkens. Die kritische Belastung ist die grofite,
die der Balken ohne Bruch tragen kann. Sie ist

J¥ EI(z)y" (z)?dx |
Jo ¥'(x)%da

Ohne Last N und ohne Basiserregung erhalten wir die Gleichung

cr —

m'i+c2=0.

c*

Ihre Losung z(t) ist eine harmonische Funktion mit der Kreisfrequenz />, die eine obere

Schranke fiir die Grundfrequenz w des Balkens ist. Es gilt daher
2 ¢ _ Jo BI@)y (2)dx
w < — =
m Jo m(@)?(z)d
Wir erkennen den Rayleighquotienten wieder! Man beachte, dass Gleichheit nur dann gilt,
wenn ¥ (x) die tatsichliche Biegefunktion ist.

BEISPIEL 6.1. Man berechne eine obere Schranke fiir die Grundfrequenz des in Abbildung|[6.12
skizzierten Balkens unter der Annahme die Biegefunktion habe die Form

=351
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LOSUNG. Dazu sind die Integrale fOL "% dx und fOL Y?dx zu berechnen. Da " = 2/L?

ist, ist das erste Integral gleich 4/L* fOL dr = 4/L3. Das zweite Integral ist etwas miihevoller
zu berechnen, aber ganz elementar. Es ergibt L/30, woraus wir die Abschétzung

2o 120ET
p Lt
erhalten. Der exakte Wert zum Vergleich:
2 ' EI _ 97T,4091E1 Ao o — 28696 [ET
Lt opLlt L2\

Sind auf dem Balken an den Stellen x; noch n Punktmassen m; angebracht und v geschétzt,
so ist die letzte Formel folgendermafien zu ergénzen:

L
s BI@u @
= L
Jo w@)? (@) da + 375, minp ()
AUFGABE 6.3. Man approximiere die Grundfrequenz eines auf beiden Seiten unterstiitzten
Balkens in dessen Mitte eine Punktmasse m angebracht ist. Der Balken habe die Léinge L.

Die Grifien E, I, und u seien als konstant vorausgesetzt. Man verwende die Biegefunktion
y(z) = sin &*.




KAPITEL 7

Parametererregte Schwingungen

In der Praxis kommt es oft vor, dass die Parameter eines Systems nicht konstant sind, sondern
von dem Zustand des Systems abhingen. Zum Beispiel kann man ein Pendel zum Schwin-
gen anregen, indem man die Lange der Schnur veréndert. Auch in Zahnradgetrieben dndert
sich die Steifigkeit in Abhéngigkeit von der Zeit, bzw. in Abhéngikeit von dem Drehwinkel.
Hier wird durch die Verdnderungen des Parameters dem System Energie zugefiihrt. Dies be-
wirkt, dass sich die Amplitude der Schwingung vergrofiert. Diese Methode der Energiezufuhr
wird parametrische Anregung genannt, die Bewegung parametererregte oder auch rheolinea-
re Schwingung. Ein Merkmal einer rein parametrisch erzeugten Schwingung ist, dass sie, im
Unterschied zu einer erzwungenen Schwingung, ohne eine anfingliche Auslenkung aus der
Ruhelage nicht entstehen kann. Dabei ist zu sagen, dass in der Praxis es immer zu kleinen
Storungen kommt.

Zwei verschiedene Mechanismen kénnen Systeme zu Schwingungen anregen:

krafterregt: mi + cx = p(t)
parametererregt: mz + c(t)z = 0.

Das néchste Beispiel dient zur Illustration.

BEISPIEL 7.1. Im Antriebssystem elektrischer Lokomotiven sind Schwingungen beobachtet
worden, deren Ursache in der periodischen Verdnderlichkeit eines Systemparameters - hier
der Federsteifigkeit - zu suchen ist. Den prinzipiellen Aufbau des Antriebs zeigt Abb. Das
mit nahezu konstanter Geschwindigkeit auf der Schiene rollende Treibrad T der Lokomoti-
ve ist im Allgemeinen iiber zwei Kupplungsstangen mit dem Motor M verbunden. Die mit

iy
lﬁ

|

|

1
0° 90° 180° 270° J60°

ABBILDUNG 7.1. Links: Anordnung der Schubstangen. Rechts: Federsteifigkeit
des Systems in Abhéngigkeit vom Drehwinkel

135
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dem Motor drehenden Massen kénnen als ein elastisch an das Treibrad gekoppeltes Dreh-
schwingungssystem aufgefasst werden. Die Federsteifigkeit dieses Schwingers hidngt aber von
der Stellung des Rades, also von dem Winkel «, ab. Ist a = 90°, so befindet sich die vordere
Kupplungsstange in einer Totlage und liefert keinen Beitrag zur Steifigkeit. Mit o = 90° ist der
Steifigkeitsanteil der hinteren Stange zu diesem Zeitpunkt gerade maximal. Die Verdnderung
der Steifigkeit in Abhéngigkeit vom Winkel « ist in Fig. [7.]] fiir unterschiedliche Winkel /3
dargestellt. Die Steifigkeit ist demnach eine periodische Funktion der Zeit, die im Verlauf einer
Radumdrehung zwei Perioden durchlauft. Fiir 5 = 90° treten jedoch keine parametererregten
Schwingungen auf.

Bezeichnet man den Relativwinkel zwischen Treibrad und Motor mit ¢, dann erhélt man fiir
den Drehschwinger unter der Voraussetzung das ¢ klein ist, die Schwingungsgleichung

Jo(t) + c(t)o(t) = 0.

Das ist eine Schwingungsgleichung mit periodisch verdnderlichem Koeffizienten.

1. Berechnung eines Schaukelsschwinger

Die Schaukel kann als Musterbeispiel eines parameter-selbsterregten Systems angesehen wer-
den. Das In-Gang-Bringen einer Schaukel geschieht normaler Weise durch eine Kombination
von Wippbewegungen und Schwerpunkstsverlagerung. Im Prinzip ist es auch moglich, sich
nur durch Heben und Senken des Schwerpunktes hochzuschaukeln.

Als Modell nehmen wir ein Pendel an, bei dem sich die Lénge des Fadens in Abhéngigkeit
des Winkels verdndert. Ein spektakulidres Beispiel ist das Weihrauchfass in der Kathedrale
von Santiago de Compostela (das Botafumeiro). Es hingt an einem Seil von der Decke.
iiber eine Umlenkrolle ziechen Ménche in passenden Rhythmus am Seil. Schon nach wenigen
Schwingungen pendelt das Botafumeiro nahezu waagrecht ausﬂ

In unserem Modell kann das Pendel die Fadenlingen L; und Lo annehmen (L > Lg). Den
grofferen Wert Ly nimmt die Fadenléinge fiir die Bewegung zwischen den Maximalausschlégen
und der Nulllage an (also fiir die Abstiegsphase); fiir Bewegung zwischen Nulllage und den
Maximalausschldgen (also fiir die Anstiegsphase) nimmt die Fadenlinge den Wert Ly an.
Man kann somit die Fadenldnge als Funktion des Ausschlagswinkels ¢ und seiner Ableitung
(b ausdriicken:

Li fir¢>0und ¢ <0,
Ly fiir ¢ <0 und ¢ <0,
L1 fiir ¢ <0und ¢ >0,
Ly fiir ¢ > 0 und ¢ > 0.

L(¢,¢) =

Die Gleichung eines Pendels mit konstanter Fadenldnge L lautet
g

(7.1) o(t) + 7 sin(@(t)) = 0.
Multiplizieren wir (7.1)) mit ¢(t), so erhalten wir
(7.2) (O(H) + T sin(6(6))d(t) = 0.

ISje finden dazu leicht Videos im Netz, zum Beispiel: https: //www.youtube . com/watch?v=K13IJWR4iX4


https://www.youtube.com/watch?v=Kl3IJWR4iX4
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Wie wir es schon bei nichtlinearen Differentialgleichungen gemacht haben, leiten wir das
Vorintegral ab. Aufgrund der Kettenregel gilt ja

und
Die beiden Beziehungen in (7.2)) eingesetzt ergibt Nach der Zeit integrieren ergibt fiir ¢ > 0
Da die kinetische Energie Masse x Geschwindigkeit und die Geschwindigkeit ¢ L ist, schreiben
wir

(7.3) %ﬁ (ci)(t)2) +mgL<1 - cos(¢(t))) — mgL(1 — cos(¢))

| —
=kinetische Energie =potentielle Energie

schreiben. Hier bezeichnet ¢y den Ausgangswinkel. Sie beschreibt die Energieerhaltung, gilt
aber nicht, wenn sich die Fadenlinge #ndert. Die notwendige Zugkraft, um L zu verkiirzen,
leistet ndmlich Arbeit am System und fiihrt somit Energie zu. Die Zugkraft iibt aber kein
Drehmoment aus, &ndert also den Drehimpuls nicht.

Um das Anwachsen der Amplitude zu berechnen, teilen wir eine Schwingung in vier Viertel-
schwingungen auf. Wir verwenden wihrend der Viertelschwingungen jeweils Gleichung ,
und fiir den {ibergang dazwischen den Drehimpulssatz.

Erste Viertelschwingung. Wir gehen davon aus,
dass das Pendel nach rechts mit einem Winkel ¢(0) =
¢ Rr,0 angehoben und losgelassen wird. Beachte, da zum
Zeitpunkt ¢ = 0 das Pendel still steht, gilt $(0) = 0. )
Das heisst, die kinetische Energie ist null. Beachte, -
dass der Wert von Ko von der Wahl des Bezugsnive-
aus (der Integrationskonstanten) abhéngt. Lésst man
die Kugel los, so wird potentielle in kinetische Energie umgewandelt. Durchléuft das Pendel
die Nulllage zum Zeitpunkt 79 (d.h. ¢(79) = 0), so ist die gesamte potentielle Energie in
kinetische Energie umgewandelt worden und Gleichung gilt in der Form

m . 2
(7.4) Epot(0) = mgLy (1 = cos(9(0))) = Brin(ro) = 513 (6(r0))
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Zweite Viertelschwingung. Beim Durchgang durch

die Ruhelage wird der Schwerpunkt auf die Linge Lo PO
transferiert. Die Winkelgeschindigkeit &ndert sich von
&(70)v auf ¢(79)y (Indizes v fiir vorher, n fiir nachher). T
Der Drehimpuls dndert sich dabei nicht, es gilt

. . —lL,
(7.5) mLip(10)y = mL5¢(70)n o 1
befindet sich das Pendel am linken &uflersten Punkt

und steht einen Augenblick lang still. Die maximale

Auslenkung nach Links (d.h. in diesem Punkt) betrigt

(1) = 9L0-

Da sich die gesamte kinetische Energie in potentielle Energie umgewandelt hat, gilt Glei-
chung in der Form

Danach schwingt das Pendel aus. Zum Zeitpunkt 77, ~w -
\f

m . 2
(7.6) Epot(r1) = mgLs (1= cos(6(r1))) = T L3 ($(m0)a)
m_ o L% /. 2
(7.7 = LT (9)
2m ) 2
(78) = L ()" = Frama(1 —cos(o(0)

Aus den Gleichungen ([7.4)), (7.5) und ([7.6)) lasst sich die Beziehung zwischen ¢ro und ¢r o
herleiten:

3

1 —cos(¢ro) = %(1 — cos(¢r,0))
1

und damit

3

cos(¢pro) =1 — %(1 — cos(¢r0))

Die Pendellidnge verldngert sich nun (in Zeitpunkt 77,) wieder von Ly auf L. (Fiir unser Mo-
dell nehmen wir an, dass sich der Pendelkorper entlang der Pendelstange nach unten schieben
lésst; fiir ein Fadenpendel ist diese momentane Verldngerung so nicht moglich, der Faden
bliebe dabei nicht gespannt.) Das &dndert weder den Ausschlagwinkel ¢(77,), noch Winkelge-
schwindigkeit (ﬁ(TL) (weil die ist und bleibt Null). Nur die potentielle Energie des Systems
dndert sich, weil der Pendelkérper absinkt.

Dritte und vierte Viertelschwingung. Das Pendel schwingt wieder zur die Nulllage zuriick.
Dort verkiirzt sich Ly auf Ls. Das Pendel schwingt weiter und erreicht zum Zeitpunkt 7z den
Maximalausschlag ¢r 1 am rechten Umkehrpunkt, wo sich Lo wieder auf Ly verldngert.
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S

Die Situation gleicht spiegelbildlich der zweiten und der ersten Viertelschwingung. Wieder
ldsst sich eine Beziehung zwischen Anfangs- und Endausschlag herstellen:

L3
1 —cos(¢r0) = f%(l — cos((bR,l)).
Insgesamt vergroflert sich der Maximalausschlag pro Schwingungsperiode also geméfl
L3\?
(7.9) cos(pr1) =1— <L3> (1 — cos(qSR,o))
2

Da L; > Ly ist, wird der Ausschlagswinkel immer groer, solange in Gleichung (|7.9) die
rechte Seite > —1 bleibt. Ist erstmals ¢ so grof}, dass die rechte Seite < —1 wird, wird
Gleichung ([7.9)) unlésbar. Das Pendel tiberschlégt sich und kommt nicht mehr zum Stillstand.

2. Ein parametrischer Oszillator

Ein parametrischer Oszillator ist ein harmonischer Oszillator mit zeitabhéngigen Parametern.
Dem Oszillator wird auf diese Weise Energie zugefiihrt, dadurch vergrofiert sich die Amplitude
der Schwingung. Fin Oszillator mit rein parametrischer Anregung lésst sich durch folgende
(ganz allgemeine) homogene Differentialgleichung beschreiben:

(7.10) m(t)&(t) + b(t)z(t) + k(t)z(t) =0, ¢>0.
Dabei sind die zeitabhédngigen Funktionen m(t), b(t) und k(t) die Parameter des Systems.

2.1. Variation der Steifigkeit. Nehmen wir zunéchst an, dass die Masse und die
Dampfung konstant sind und dass die Steifigkeit periodisch variiert:

mi(t) + cx(t) + k(t)z(t) =0, k(t) = ko (1+ hcos(§2)),

wobei ko die mittlere Steifigkeit, h die Amplitude und €2 die Frequenz der Anpassung der
Steifigkeit ist. Wir erhalten als “kritische Kreisfrequenz” und als “Démpfungsgrad”

1k
wo = 2 ynd D= ¢ .
m 2muwg

Mit diesen beiden Groflen erhélt die Differentialgleichung die Form:
(7.11) i(t) + 2Dwoi + wi (1 + hcos (Qt)) z(t) = 0.
Wie iiblich interessieren wir uns, wie stabil das System ist. Hier zeigt sich, dass keine externe

Kraft von Noéten ist, um Instabilitéit zu erzeugen. Wie wir sehen werden tritt diese auf, wenn
) = 2wy ist. Andere Instabilitdten liegen in der Ndhe von Q = 2wg/n fiir n > 2.
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Bevor wir weitermachen, wollen wir uns noch kurz iiberlegen, warum das so ist. Bei einem
ganzzahligen Verhéltnis Q: wy liegen die “Zungen” der Funktion cos (2¢) exakt iiber denen
der Losungsfunktion der Differentialgleichung und es kommt zu Resonanz. Diese beiden Funk-
tionen schaukeln sich also gegenseitig auf und das System wird instabil — sofern die Dampfung
nicht zu grof} ist. Mit analytischen Methoden kann man zeigen, dass ein Kriterium fiir Insta-
bilitdt, wenn das System in der Hauptfrequenz {2 = 2wq betrieben wird, die Bedingung

h > 2D
ist. Abseits der Hauptfrequenz erhalten wir fiir Instabilitét die Bedingung

0—2
h>2VD?+o2 mit 5:27“0,
wo

wobei 0 die “Verstimmtheit” beschreibt.
Betrachten wir noch die Wachstumsrate. Fiir kleines A mit A > 2D und ) = 2wy wichst die
einhiillende Kurve exponential mit Koeffizient

wo [ h
~—|=-—D|.
=5 (:-7)

Wenn h < 2D dann erhalten wir immer Stabilitdt und die Bewegen &hnelt einer modulierten
Vibration rund um die natiirliche Frequenz.

BEISPIEL 7.2. Seien m = lkg und ky = 1600 Nm~!. Dann ist die natiirliche Frequenz
wo = 40rad/s. Weiters sei der Dampfungsgrad D = 0,02 und somit ist die Dampfung
b=1,6Nsm'. Schlielich sei h = 0,08 = 8 %. Wir betrachten zwei Fille:

(1) Fiir Q = 2w = 80rad/s erhalten wir, dass h = 0,08 > 0,04 = 2D und somit ist das
System instabil. Als Wachstumsrate erhalten wir

4o (0,08

— — -1
o~ (7 0,02> 0,457 L.

Daraus gibt sich eine Zeit bis zur doppelten Amplitude von
Ty ~ (In2) /o ~ 0,693/0,4 ~ 1,73s.

Selbst bei einer “kleinen” Amplitude der Anpassung von nur 0,08 verdoppelt sich
die Amplitude des Systems alle zwei Sekunden wegen der Resonanz.
(2) Nun wihlen wir eine Frequenz 5% iiber der Hauptresonanz: @ = 84rad/s. Wir

erhalten also
84 — 80 1
=510 —%—0,05.

Um die Stabilitat zu iiberpriifen, berechnen wir

hine & 24/0,022 + 0,052 = 2 (0,054) ~ 0,108.
Nachdem h = 0,08 < 0,108 = Ay, ist, ist unser System stabil.

Wir wollen die Gleichung (7.11)) noch “dimensionslos” machen. Dazu fithren wir die Varia-
blentransformation 7 = (£2/2) ¢ durch und erhalten

‘Cif (1) + %j—f (1) + [(29‘”0>2 + (2(2“"’)2 g cos (27)] (1) = 0.
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Dabei handelt es sich um eine gedampfte Mathieuscheﬂ Differentialgleichung, welche wir unten
noch genauer behandeln.
Wenn wir den Dampfungsgrad gegen 0 gehen lassen, erhalten wir im Grenzfall eine Differen-
tialgleichung von der Form

Z+ (a—2qcos(27))z =0,
mit Parameter a = (2wo/)? und ¢ = (h/2)a.

2.2. Die Hillsche Differentialgleichung. Kehren wir nun zur allgemeinen Differential-
gleichung (|7.10|) eines parametrischen Oszillator zuriick. Mittels der Variablentransformation

1 [d
y=zexp| g Edt

konnen wir diese Gleichung auf die Form

2
(7.12) i) + [ 1 (d) - (d)] y(t) = () + P(O)y(t) = 0

m 4 \m m

bringen.
Wenn die Parameter m, b und k periodisch mit Periode 7}, sind, dann gilt dasselbe auch fiir
P. Allgemein bezeichnet man die Gleichung ((7.12)) als Hillscheﬁ Differentialgleichung. Die in

der Praxis interessanten Fille besitzen zumeist Losungen von der Form
y(t) = Cre!'yi(t) + Caet'ys(t),

wobei C7 und C9 Konstanten, y; und yo periodische Funktionen und p; und po die soge-
nannten charakteristischen Exponenten sind. Diese Exponenten héngen von den Parametern
m, b und k£ und nicht von den Anfangsbedingungen ab. Wenn einer dieser Exponenten einen
positiven Realteil besitzt, dann wichst |y(t)| fiir ¢ — oo gegen unendlich und wir haben ein
instabiles System. Wenn auf der anderen Seite alle Exponenten einen negativen Realteilbesit-
zen, dann erhalten wir y — 0 fiir ¢ — oo und y ist (asymptotisch) stabil. Im Grenzfall kann
aber auch ein (oder beide) Realteil verschwinden. Dann bleibt y beschréinkt ohne nach 0 zu
konvergieren.

In der Schwingungslehre interessieren wir uns fiir reelle Exponenten p. Da haben wir dann
eine klaren Grenzfall in welchem nur periodische Losungen existieren. Daher interessieren wir
uns, wenn wir von Stabilitédt sprechen, fiir diese Grenzfille.

Die oben erwdhnte Mathieusche Differentialgleichung ist der Spezialfall mit

P(t) = Py + AP cos (9t) .

Analog zu oben fiihren wir die dimensionslose Zeit 7 = Qt ein. Dann erhalten wir die Nor-
malform der Mathieuschen Differentialgleichung

y" + (A +ycosT)y =0,
wobei
Py AP
und v = oz

sind.

2nach EMILE LEONARD MATHIEU (1835 — 1890)
3nach GEORGE WILLIAM HILL (1838 — 1914)



142 7. PARAMETERERREGTE SCHWINGUNGEN

3. Ein Schubkurbelgetriebe

In vielen Textilmaschinen, Verarbeitungsmaschinen und Umformungsmaschinen werden un-
gleichméBig iibersetzende Getriebe eingesetzt, um bestimmte Bewegungen zu erzielen.

_j__a
cr
J = o0 Ja = J(yp)

ABBILDUNG 7.2. Modell des Torsionsschwingers mit ungleichméfig
iibersetzendem Mechanismus am Abtrieb (nach Holzweifiig-Dresig)

Das Berechnungssystem ist in Bild dargestellt. Es besteht aus einen Antriebsglied, dass
sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit €2 dreht, einer Antriebswelle mit Torsionsfeder-
konstanten ¢ und von der Stellung des Antriebsgliedes abhéngigen Massentrigheitsmoment
J(¢). Die Bewegungsgleichung ergibt sich aus dem Momentengleichgewicht zwischen Moment
aus den Massenkréften und dem Riickstellmoment der elastischen und viskos geddmpften
Torisonsfeder der Antriebswelle.

Wir kommen somit zur folgender nichtlinearer Bewegungsgleichung

(7.13)  J(o(1))o(t) + % - J($(8)) 67 () + ¢(b(t) — do(t)) + b((t) — do(t)) = 0.

Die Drehbewegung ¢ setzt sich aus einem Anteil mit konstanter Winkelgeschwindigkeit Q2 und
einem relativen Verdrehwinkel ¢ zusammen:

¢o(t) = €2t, o(t) = do(t) + q(t) = 2t + q(t),
o(t) = Q2+ q(1), o(t) = G(t).
Nimmt man an, dass der Winkel ¢ klein ist (und bleibt), kann man das System linearisieren.
Das heisst wir entwickeln J(¢) in eine Taylor-Reihe und brechen nach dem linearen Glied ab.
Damit gilt:
J(p(t)) ~ J(Qt) + T (Qt)g, T (¢(t)) ~ J'(Q) + J"(Q)q.
Setzten wir obige Approximationen in (|7.13) ein, so erhalten wir
(J(Q1) + J(2)q) (1)

+ % () + I (Q)a®) ( do(t) +q(t))2 + eq(t) + bg(t).
~—~—
=0

Im néchsten Schritt multiplizieren wir alles aus und vernachldssigen alle Terme, die ein Qua-
drat bzgl. g erhalten. So erhalten wir

= J(Qt)q(t) + %J’(Qt)(ﬁ + J(Q6)Q4(t)

+ %J”(Qt)QQQ(t) + cq(t) + bg(t) = 0.
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Umordnen ergibt
(7.14)

J(Q)i(t) + (b+ J(Q)Q)d(t) + (c + %J”(Qt)QQ)q(t) = —%J’(Qt)(ﬂ.

In (7.14) geht das reduzierte Trigheitsmoment J(€t) als zeitabhéingige Grofle ein. Damit ist
aus der urspriinglichen autonomen Differenzialgleichung eine sogenannte rheolineare Differen-
zialgleichung geworden. Das reduzierte Tragheitsmoment des Schubkurbekgetriebes lautet

J(@) ~ Jy + myL3sin®(p(t)) ~ Jo + myL3sin®(Qt).
Die Ableitung nach den Winkel ergibt
J'(¢) = 2mal3 sin(Qt) cos(Q).

Ob und wann es zum Aufschaukeln kommt, hingt von den genauen Werten der Parameter
ab. Hier in der Bildfolge haben wir Q verindert, die anderen Werte lagen bei Jy = 1,
myL3 = 0.75, ¢ = 0.6, b = 0.01:

Q=05327 Q=0.6027 x10° Q=06527

ZZZZZ

0=0.7027 0=07527 Q= 07727

ABBILDUNG 7.3. Aufschaukeln des Schubkurbelgetriebes

In der néchsten Bildfolge [7.4] wurde wieder nur © veréndert, die anderen Werte lagen bei
Jo =1, myL2 =0.75, ¢ = 0.6, b = 0.05:

Je nach Drehgeschwindigkeit (£2) kann es zum Aufschaukeln der Schwingung kommen.
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ABBILDUNG 7.4. Aufschaukeln des Schubkurbelgetriebes



ANHANG A

Distributionen

1. Die Menge der Testfunktionen

Distributionen sind Verallgemeinerungen von Funktionen. Fiir diese gibt es mehrere Herlei-
tungen und wir wollen hier eine physikalische wihlen. Nehmen wir an, f(z,y, z) beschreibt
die Temperatur in einem Punkt (z,y,z) im Raum. Wir wollen die Temperatur mit einem
Thermometer messen. Nachdem dieses aber nicht die Ausdehnung 0 hat, messen wir immer
auch die Temperatur in einer Umgebung mit. Was wir eigentlich messen, entspricht daher
eher dem folgenden (gewichteten) Integral

/f($,y,3)¢($7y,2)dxdydz,
RB

wobei ¢ unser Thermometer beschreibt.

Uberlegen wir uns kurz, welchen Bedingungen die Funktion ¢ geniigen muss. Zunichst neh-
men wir an, wenn die Temperatur im ganzen Raum konstant ist (f(x,y,z) = ¢), dann soll
auch unser Thermometer diese Temperatur anzeigen. Mathematisch entspricht dem, dass die
Funktion ¢ normiert ist, d.h.

/ o(z,y, z)dedydz = 1.
R3

Diese Bedingung ist nicht unbedingt notwendig, weil wir jede gegebene Funktion normieren
kénnen.

Die erste richtige Bedingung ist, dass die Temperatur im Nebenraum keinen Einfluss auf das
Thermometer hat. Mathematisch bedeutet das, dass ¢ auf einer kompakten Menge ungleich
0 ist — kompakten Tréger hat.

Weiters nehmen wir an, dass der Einfluss der Temperatur sich nicht sprunghaft verhilt.
Mathematisch bedeutet das, dass ¢ glatt ist, spricht unendlich oft differenziert werden kann.
Schliefllich war der R? nur eine Annahme und wir kénnen (wie in der Analysis oft) annehmen,
dass alle Funktion auf 2 C R™ definiert sind.

Definition A.1

Eine Funktion ¢: @ — R, die glatt ist und einen kompakten Tréger besitzt, nennen
wir eine Testfunktion. Wir bezeichnen mit D(2) die Menge aller Testfunktionen auf €.

In der Literatur wird die Menge der Testfunktionen oft mit C°(2) bezeichnet. Dabei steht
das ,,00“ fiir die Glattheit und das ,,c im Index fiir den kompakten Tréger.

Die Menge der Testfunktionen ist nicht leer und wir wollen eine Familie von Vertretern kon-
struieren. Dazu definieren wir die Funktion £: R — R als

{el/x wenn x < 0;

E(zx) =
(z) 0 wenn x > 0.

145



146 A. DISTRIBUTIONEN

Fiir x < 0 und k > 1 zeigen wir mittels vollstdndiger Induktion, dass
EW(z) = Py(1/2)E(x),
wobei Py (x) eine rekursiv definierte Folge von Polynomen ist, mit
Py(z)=1 und P,(z)=—2 (Pe1(2) + Pi_(2)).
Der Triiger von E ist R_. AuBlerdem ist E glatt auf ganz R, denn E*) (x) ist stetig auf beiden
Teilen (z > 0 und z < 0) und fiir = 0 haben wir
lim E®(z) =0, fir alle k > 1.

z—0~

Ausgehend von der Funktion F kénnen wir die Funktion ¢ : R™ — R definieren als
(A.1) U(z) =B (J«|* - 1).

Diese ist wiederum glatt (nach der Kettenregel) und hat als Triiger den abgeschlossenen Kreis

B(0,1). Manchmal brauchen wir auch eine normierte Variante von ¢ und definieren dazu

U(z)

o(x) i= ———F—.

( ) fQ ¢(y) dy

Schliefflich definieren wir fiir € > 0 eine Funktion ¢, als
1 x

(A.2) b(2) = 20 (3).

Definition A.2

Eine Folge (¢k)ren von Testfunktionen konvergiert gegen eine Testfunktion ¢, wenn

(1) es eine kompakte Menge K in R™ gibt, sodass fiir alle k, supp(py) C K;
(2) fiir alle « € N™| die Folge (0“py) gleichméBig auf K gegen 0%p konvergiert.

2. Die Menge der Distributionen

Definition A.3

Eine lineare stetige Form T" auf D(2) wird Distribution auf Q (oder einfach nur Dis-
tribution) genannt. Wir bezeichnen mit D'(€2) oder D’ die Menge aller Distributionen
auf €.

Der Apostroph beim D bedeutet, dass es sich hier um die duale Menge handelt.
BEMERKUNG. Wir schreiben traditionellerweise
(T, ) :=T(p)
fiir das Bild einer Testfunktion ¢ € D(€2) unter der Distribution 7.
Eine Distribution auf € ist eine Abbildung von D(2) nach R, sodass
T:D—R
p = T(p) =(T,¢)

und sodass
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(1) Linearitit, das heif3t
Vai,az € R, Vor,02 € D: (T, a1901 + a2p2) = a1 (T, 1) + az (T, p2) ,

(2) und Kontinuitit, das heifit, wenn

D
n > P,
n—-+o0o

dann ist
R
<T7 QDTL> — <T’ (10> ;

n—-+oo
gelten.
An dieser Stelle wollen wir anmerken, wenn T linear ist, dann geniigt es zu zeigen, dass

D R
e 0 = (D T O

Dabei ist die Distribution 0 jene, die jeder Testfunktion ¢ € D den Wert 0 zuordnet. Wir
definieren die Summe zweier Distributionen 77 und 75 als

(Vo e D) (T +Ta,p) = (T1, ) + (T2, )
und das Produkt eines Skalars A € R mit einer Distribution T als
(Vo e D) (AT, @) = MT, ).

3. Beispiele fiir Distributionen
Bei den Distributionen unterscheidet man zwei Typen.
3.1. Regulédre Distribution.

BEISPIEL A.1. Sei f lokal integrierbar auf 2. Wir definieren die assoziierte Distribution Ty €
D'(Q) als

Ty o s Tr(p) = (Ty, ) = /Q f(@)p(z)da.

Die Linearitat folgt auf Grund der Integraldarstellung. Fiir die Stetigkeit bemerken wir, dass
fiir jede Testfunktion ¢ gilt

()| = / F(@)o(@) de| < Cllg] ogan.
supp ¢

Sei (k) ken eine Folge von Testfunktionen in D(R™), die gegen ¢ konvergiert. Dann existiert
ein Kompaktum K in R", welches den Triger von ¢ und den jeder Testfunktion ¢ enthélt.
Auf Grund der Linearitét folgt, dass

Ty (o — 0| = \ [ 1@ (ole) - ula)) o

Also ist T stetig auf D(R™) und somit eine Distribution.

< Clle = ¢rllpee@ny =7 0.
—+00

Definition A.4

Eine Distribution 7' ist reguldr, wenn sie einer lokal integrierbaren Funktion f assozi-
iert ist.
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BEISpIEL A.2 (Konstante Distribution). Fiir jedes C' € R kénnen wir die folgende Distribution

Vo € D(Q) /C’go dx—C/

definieren. Im speziellen, erhalten wir bei C' = 0 die (reguldre) Distribution Null.

BEISPIEL A.3 (Heaviside). Die Heaviside Funktion ©: R — R ist definiert als

1x >
@(m):{l’ six >0

0, sinon

In gleicher Weise definieren wir auch die Heaviside Distribution mittels:

Yo € D() 0,p) /@ x)dz —/ p(z)dz.
R+

Wegen der Linearitét ist die Vorzeichenfunktion sign(z) = 20(z) — 1 auch eine Distribution.

Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf 2. Dann gilt:
Ty =0<«= f=0 (fast iiberall auf (2.

BEWEIS. Sei 9 € Q und r > 0, sodass die Kreisscheibe B(xg,2r) C Q. Wir setzen
f=f B(zo,) — die Restriktion von f auf die Kreisscheibe B(2,r). Diese ist auch lokal
integrierbar.

Wir nutzen nun die Approximationen der Identitit ¢. wie sie in Gleichung [A.2] definiert sind
fiir e < r. Dartiber hinaus setzen wir ¢, ;(y) = ¢<(x — y). Damit erhalten wir fiir die Faltung

frge= / f(y)oe(z —y)dy = / fW)¢e(x —y)dy = (Tf, pea) = 0,
B(J}07 ) Q

weil Ty = 0. Auf der anderen Seite ist

~ Ll ~

[rpe —f

e—0

und daher f = 0 fast iiberall auf B(xo,r). Nachdem wir zy €  beliebig gewihlt haben,
impliziert Ty = 0, dass auch f = 0 fast iiberall auf (2. O

3.2. Nicht regulire Distributionen.

Definition A.6

Jede Distribution, die nicht regulér ist, heifit nicht reguldr oder singuldr.

Das wohl bekannteste Beispiel einer nicht regulére Distribution ist jenes der
BEISPIEL A.4 (Dirac-Funktion). Fiir jedes a € Q ist die Abbildung
dat o dalp) = (da, ) = ¢(a)

eine Distribution. Die Linearitét ist klar und fiir die Kontinuitéit bemerken wir, dass |d4(¢)| <
[ell oo ()
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Die lineare Abbildung f + Ty von L () in D'() ist injektiv, aber nicht surjektiv.

BEWEIS. Die Injektivitét folgt nach Satz
Es bleibt zu zeigen, dass zum Beispiel die Dirac-Funktion keine regulédr Distribution ist.
Anders gesagt, es gibt keine lokal integrierbare Funktion f, zu der §, assoziiert ist. Fixieren
wir ein @ € R und die zugehorige Distribution d,. Nehmen wir an, es existiert eine lokal
integrierbare Funktion f, sodass fiir alle Testfunktionen ¢ € D gilt, dass

wmwzwwzlj@WWMw

Sei 2 = O\ {a}. Wenn ¢ € D(Q) C D(Q), dann ist ¢(a) = 0 und somit Jo f(@)p(z)dz =0
fir alle ¢ € D(Q). Eine Anwendung von Satz liefert, dass f = O fast iiberall auf €2 ist
und daher f = 0 fast iiberall auf Q. Damit ist nun [, f(x)¢(x) dz = 0 fiir jedes ¢ € D(Q).
Wir wiihlen nun ¢ derart, dass ¢(a) # 0, und erhalten einen Widerspruch. Damit ist die
Einbettung f + T nicht surjektiv. O

4. Ableitung einer Distribution

Die zentrale Idee der Rechenregeln fiir Distributionen ist, dass wir zunéchst regulédre Distri-
butionen betrachten. Dort ermdoglicht uns die Integraldarstellung einen Riickschluss auf die
Rechenregel. Schliefllich definieren wir diese Rechenregel fiir alle Distributionen (auch den
singuldren, die keine Integraldarstellung besitzen).

Sei f eine auf ganz R stetig differenzierbare Funktion. Nachdem der Tréger von ¢ € D(R)
kompakt ist, gibt es ein R > 0, sodass supp(¢) C|] — R, R[. Mit partieller Integration erhalten

<Tf/,g0>:/f dl‘_/ f
— f(R) m>f<m¢<m/ f(@)g!(t) da
W—’ T —-R

/f Bde = — (T;,¢).

Nun verallgemeinern wir das fiir alle Distributionen, indem wir dann die ganz linke Seite per
Definition gleich der ganz rechten definieren.

Definition A.8

Sei T' € D'(Q) eine Distribution. Dann ist die Ableitung 7" definiert als

<T', (p> =(-1) <T, cp’> .

Sei Ty eine Distribution, assoziiert zur Funktion f € C 1. Dann ist die Ableitung T} gleich der
assoziierten Distribution zu f’ (fast iiberall). Genauer gesagt, gilt fiir o € D mittels partieller
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Integration, dass

(Tho) = =Ty = = [ Fla)a)da

Damit sieht man, dass die Definition der Ableitung einer Distribution eine Verallgemeinerung
der Ableitung fiir Funktionen darstellt. Vor allem haben wir die folgende Eigenschaft.

Proposition A.9

Sei T' € D'(Q) eine Distribution. Dann ist auch 7" eine Distribution.

Eine wichtige Folgerung aus diesem Resultat ist, dass, im Unterschied zu den gewdhnlichen
Funktionen, jede Distribution unendlich oft abgeleitet werden kann. Also ist jede Distribution
in diesem Sinne glatt.

Berechnen wir einige Beispiele.

BEISPIEL A.5. Betrachten wir die Ableitung der Heaviside-Funktion (vergleiche mit Beispiel

A.3)). Wir haben
+o0
(Vo D) (0,¢) = —(O,¢) = /0 (1) dt

= —[e()]lg™ = ©(0) = (do, ¥).
Somit ist die Ableitung der reguldren Distribution © die Dirac-Distribution und wir kénnen
schreiben:

o' =&
innerhalb von D'.
BEISPIEL A.6 (Ableitungen der Dirac-Distribution). Fiir jedes k¥ € N und a € Q erhalten wir:

(Ve €D) (507, ¢) = (=1)"{da, ) = (=1)" ") (a).
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Fourier-Analysis

In den ersten beiden Abschnitten beschiftigen wir uns mit periodischen Funktionen. Zur
Erinnerung, eine Funktion f: R — R heifit T-periodisch mit 7" > 0, wenn f(t+7T) = f(t) fiir
alle t € R. Zu einer gegebenen Periodendauer T > 0, bezeichnen wir mit

2T
B.1 = —
(B.1) w="

die zugehorige Kreisfrequenz.
Die letzten zwei Abschnitte beschéftigen sich mit der Fourier-Transformation. Dabei handelt
es sich um eine Verallgemeinerung auf nicht periodische Funktionen.

1. Trigonometrische Polynome

Zunéchst wollen wir uns endlichen Approximationen — den trigonometrischen Polynomen —
widmen.

Definition B.1: Trigonometrisches Polynom

Sei N € N. Eine T-periodische Funktion f der Form

N
f(t)z Z Ckeikwt
k=—N

mit ¢, € R fir —N < k < N wird trigonometrisches Polynom genannt. Die ¢
heiBen die Koeffizienten und N ist der Grad von f (vorausgesetzt |c_n|+ |cn| > 0).

t

BEMERKUNG. Ein trigonomisches Polynom kann mittels Substitution z = e™* aus der ratio-

nalen Funktion

2N
C-N+C_Np1Z2+--+cnz _ _
+ - P N-I-C_N+1Z N+1---chN

(B.2) F(z) = :

gewonnen werden.

Als Beispiel wollen wir eine Approximation der DIRAC’schen d-Distribution mittels trigono-
metrischen Polynomen geben.

BEISPIEL B.1. Sei T' = 27, dann ist w = 1. Fiir jedes N € N definieren wir

N
Dy (t) == Z ekt
k=—N

Um uns die Schreibarbeit zu erleichtern setzen wir

T+z+- 422N
FN(Z):: ZN .

151
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Dann gilt offensichtlich Dy (t) = Fy (¢*). Der Zéhler in der Funktion Fy(z) ist eine geome-
trische Reihe und wir erhalten
N N+3 _ —(N+3)

1 Z2N+1 -1 ZNJrl — Py

FN(Z):Z—N R = P = Z%_ —

N|=

Erinnern wir uns an folgende Konsequenz der EULER’schen Formel (e'¥ = cos(y) + isin(y)):
el — e

21
Mit der Substitution z = e’ folgt fiir den Zihler von Fy(z):

N (VHD) (VR (N g iy <<N n 1) t) .

2
1 _1 .. t
22 —z 2 = 2¢8in ()
2

sin(p) =

Analog gilt fiir den Nenner:

Es folgt somit

( ,t) i\f: - 2N +1 falls t = 2nm,
DN(t) = FN e') = e = sin(N-i—%)t
P W sonst.

Fiir die erzeugenden Funktionen gelten Orthognalitétsrelationen.

Lemma B.2: Orthognalitéitsrelation

Fiir k£ und n aus Z gilt

T
l/ gkt | it g — 1 wenn k =n,
T Jo 0 wenn k # n.

BEWEIS. Seien k und n aus Z. Wir unterscheiden zwei Félle k = n und k # n.

e k£ = n: Wir haben
T T
/ ez’kwte—ikwt dt — / dt — T
0 0

e k =% n: In diesem Fall erhalten wir

T
/ ei(kfn)wt dt = # <ei(kfn)27r _ 1) =0. O
0

i(k —n)w

Sei f ein trigonometrisches Polynom vom Grad N. Dann gilt:

(1) Koeffizientenvergleich: f(¢t) = 0 fiir alle ¢ € R genau dann, wenn ¢ = 0
fir —-N <k <N.
(2) Formeln von Euler-Fourier: Fiir —N <k < N ist

o= = ! t)e ket gt
k—TOf()e -
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BEWEIS. Nehmen wir an, ¢, # 0 fiir ein —N < k < N. Die Abbildung t + ™! bildet
das Intervall [0,7] bijektiv auf den Einheitskreis 2| = 1 in C ab. Damit entsprechen die
Nullstellen von f eineindeutig den Nullstellen des Zé&hlerpolynoms von F'(z) in - auf dem
Einheitskreis |z| = 1. Nachdem dieses Polynom den Grad 2N hat, hat das trigonometrische
Polynom maximal 2N Nullstellen, weil ¢ # 0. O

2. Fourier-Reihe

2.1. Euler-Fourier-Formeln. Bevor wir die Fourier-Koeffizienten bestimmen benotigen
wir eine Anforderung an die Funktion.

Definition B.4

Sei I C R ein Interval und f: I — R eine reelle Funktion auf diesem Intervall. Dann
heifit f stiickweise stetig bzw. stiickweise stetig differenzierbar, wenn f bis auf endlich
viele Stellen in I stetig bzw. stetig differenzierbar und fiir alle Ausnahmestellen der
linksseitige und rechtsseitige Grenzwert von f bzw. von f und f’ in R existiert.

Nun koénnen wir die Euler-Fourier-Formeln fiir die Koeffizienten aufschreiben.

Definition B.5: Euler-Fourier-Formeln

Sei T' > 0 eine Periodenlénge, w = 27/T die zugehorige Kreisfrequenz und f: [0,7] —
R eine stiickweise stetige Funktion. Dann

e sind die Fourier-Koeffizienten von f :
e :
cwz—/‘ﬂmﬂmwt(ke@,
T Jo
beziehungsweise
2 (T 2 (7
ap, = f/ f(t)cos(mwt)dt und b, = T/ f@)sin(mwt)dt (n € Ny);
0 0

e ist die Fourier-Reihe von f mit ¢, a,, b, wie oben:

(o9} o
Z cpeiet — % + Z an, cos(nwt) + by, sin(nwt)) .
n=1

k=—oc0

Nachdem wir (noch) nicht wissen, ob die Reihe S (t) konvergiert, schreiben wir

f~ 8.

2.2. Rechenregeln. Im folgenden seien f,g: R — R zwei T-periodische reelwertige
Funktionen, die stiickweise stetig auf [0, 7] sind. Zusétzlich schreiben wir

00 00
f~ Z Ckezkwt und g ~ Z dkelkWt.

k=—o00 k=—00
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Lemma B.6: Linearitit

Fiir beliebige a, 5 € R ist

o0

af + Bg ~ Z (acy, + Bdy,)e et

k=—o00

BEWwWEIS. Das folgt aus der Linearitéit der Integrale in den Euler-Fourier-Formeln. U

Lemma B.7: Zeitumkehr

f(—t)N i C,keikwt.

k=—oc0

BEWEIS. Mit einer Variablensubstitution erhalten wir

1 (T . 1 [0 )
T/o f(—t)e ket qt = T/Tf(t)elkwtdt:c_k. O

Lemma B.8: Streckung

Fir A > 0 erhalten wir

f()\t) ~ Z Ckeik(/\w)t.

k=—o00

BEWEIS. Wir substituieren 7 = At mit 0 <7 < T/ O

Lemma B.9: Verschiebung im Zeitbereich

Fiir a € R erhalten wir
o

ft+a)~ Z (eikwack) ekt

k=—o00

BEWEIS. Diese Mal substituieren wir 7 =t + a. O

Lemma B.10: Verschiebung im Frequenzbereich

Fiir n € Z gilt
oo
einwtf(t) ~ Z Ck_neikwt.

k=—o00

BewEIs. Wir setzen e f(t) anstelle von f(¢) in die Euler-Fourier-Formeln ein. O



2. FOURIER-REIHE 155

Lemma B.11: Periodische Faltung

Es gilt

o0

T
h(t) := %/0 f(r)g(t —7)dr ~ Z cpdpeter,

k=—o00

BEWEIS. Wir setzen in die Euler-Fourier-Formeln ein und erhalten

1 T ikwt 1 rr ikwt
T/o h(t)e dt = TZ/O /0 f(r)g(t—7)dre dt

1 (T /T . A
=7 / / f(T)e_kaTg(t — T)e_m(t_T) dtdr.
0o Jo

Sowohl ¢ + g(t) als auch t +— e~*“! sind T-periodisch. Mit der Substitution (7,t) = (7,7 +)
erhalten wir

1/Th(t)eikwtdt_ 1/Tf( )efikwrd 1/T ()e—ikwyd — end 0
T ), “\7/, T TI\T . gy Y| = Crak.

2.3. Vollstindigkeit und Eindeutigkeit.

Satz B.12: Vollstéandigkeit

Sei f: R — R eine stiickweise stetige, T-periodische Funktion. Wenn
(1) fir allet € R

(f(t=)+ f(t+)) und

N

ft) =
(2) fiir alle k € Z
27

ft)ertdt =0,

0
dann ist f(¢) = 0 auf ganz R.

BeEwEIs. Fiir jedes T-periodische trigonometrische Polynom P gilt dank (2)

T
/ FOP(t)dt = 0.
0

Nehmen wir an, es gibt ein a € R, sodass f(a) > 0 ist. Nachdem f stetig ist, gibt es eine
ganze Umgebung von a auf der f positiv ist, d.h. es existieren €, > 0, sodass |f(t)| > > 0
auf einem Intervall |t — a| < 4.

Betrachten wir die Impulsfunktion

£ t—al <6
sty =12 | ’
s(t) {0 It —a| > 6.

Dann ist

T
/ FOIs(#) dt > 0.
0
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Aber wir konnen I beliebig genau mit dem trigonometrischen Polynom

1
P(t) =
(t) 2N +1

mit Dy aus Beispiel approximieren. O

D3 (t — a)

Korollar B.13: Eindeutigkeitssatz

Seien f und g zwei stiickweise stetige Funktionen auf [0, T']. Wenn beide die Eigenschaft
(1) aus Satz erfiillen und beide dieselben Fourierkoeflizienten besitzen, dann sind
sie identisch.

BewEIs. Wir wenden Satz auf die Funktion t — f(t) — g(¢) an. O

2.4. Beispiele.

BEISPIEL B.2. Die Fouriertransformierten einer Dreiecksfunktion:

2 . T
f(t):{1+7§ fir — 2 <t<o,

1-2 firo<t<L.

Wir erinnern uns wy = % und ag = % (Mittelwert). Wir wissen die Funktion ist gerade, d.h.

f(t) = f(—t). Damit fallen bei den Fourierkoeffizienten die Terme, die den Sinus enthalten,
weg. Anders gesagt haben wir b, = 0 fiir £ € N. Fiir die Fourierkoeffizienten ay, k € N gilt

somit:
2| [0 2 okt T/2 2t okt
= 1+ = =) at 1-—= =) dt

T /—T/2<+T>COS<T) +/0 ( T)COS(T>
2 /0 ( 2t> ( 27rl<:t)
= — 1+ —=)cos| —— ) dt
T ) 7 T T

/

ar =

=0

+4/0 t cos 27r7k‘t dt—4/T/2tcos QW—kt dt
T2 —7/2 T T2 J T

g [T/2 okt
= —ﬁ ) t cos T dt

Im letzten Schritt verwenden wir, dass
T . 1
/x cos(tz) dx = n sin(tz) + 2 cos(tz)

und erhalten schliellich

2(1 — cos(7k))
w2k?2 ’

Der Ausdruck fiir ay verdient noch einige Bemerkungen:

ap = kZO.

e Fiir alle geraden k verschwindet ay.

e Fiir alle ungeraden k haben wir a; = 4/(7%k?).

e Fiir kK = 0 sollten wir lieber den Mittelwert ag nehmen und nicht £ = 0 in die Formel
fiir a;, einsetzten.
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Wir konnen also weiter vereinfachen und erhalten

% fur k=0,
ap = ﬂfw fiir ungerade k,
0 fiir gerade k # 0.

Die Reihenglieder nehmen zwar mit steigenden k rasch ab, aber prinzipiell haben wir eine
unendliche Reihe. Die liegt an den spitzen Dach bei t = 0 und an den Knick (periodische
Fortsetzung) bei t = £7'/2 unserer Funktion f(¢). Um diese Knicke zu beschreiben brauchen
wir unendlich viele Fourierkoeffizienten. Andererseits kann man mittels den ersten Fourierko-
effizienten die Figur schon recht gut annédhern, was die folgende Bildreihe illustrieren soll:
Mit w = 27 /T erhalten wir

f(t) 1+4 t+1 3t+1 dwt +
= —+4+ — | cosw — COS 3w — COS dw
2 g2 9 25 ’

und
) Original
0.9

2os 1+2 fir -7 <t<o,
o4l f(t) = 1 o fiir 0 < T
“ -7 iur 0 <t < -
0-te Naherung

05 1

-1 -0.5 0 0.5 1
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1-te Naherung

1 -0.5 0 0.5

2-te Naherung

3-te Naherung

4-te Naherung

t

t

4
+ —5 cos(mt);
7r

DN |

+ — (cos(mt)

=\M‘ N

+ DN |
Nej

N |

o

cos(3mt));

1 4
5 + = (cos(mt)

1 1
+ g cos(3mt) + % cos(3mt));

1

B + - (cos(rt)

+ 1cos(3 t) + 1 cos(Hmt)
g "R g TR

1
+ 9 cos(7mt));
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Die Fourierreihenentwicklung kann man auch beim Nten Glied abbrechen. Im allgemeinen
gilt, je hoher N desto besser approximiert

N N

N . 2kt 2kt

ft) = Z by sin <T> + Z ar cos <T>
n=1 n=1

die urspriingliche Funktion f. Dabei gilt, je glatter die Funktion ist, desto besser wird die

Funktion approximiert. Diese Entwicklung wollen wir Anhand folgender Bildreihen erkldren.

BEISPIEL B.3. Sei dazu f(t) = t?> — 0.5%. Im ersten Bild sehen Sie die Funktion und die
Naherung fiir N = 1,2, 3,5,10 und 20.

B ) ~ )
-055t<05 -055t<05 -055t<05

) 0
-055t<05 -0551<05

ABBILDUNG B.1. Approximation der Funktion ¢ — t? — 0.5% mittels der Fourierreihe

BEISPIEL B.4. Im der néchsten Bilderreihe sehen Sie die Approximation mittels der Fourier-
reihe der Funktion

f:-1,1] —- R
{1 falls —1/7 < < 1/7,
t
0  sonst.

AUFGABE B.1. Berechnen Sie die Fouriertransformierte fir folgende Funktion (T = 4):
1+t¢t, falls —1<t<0,
f@)=q1—t, falls0<t<1,
0, sonst.

AUFGABE B.2. Berechnen Sie die Fouriertransformierte fir folgende Funktion (T = 4):
fO)y=t*—1, te[-2,2.
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Naherung bis zum zweiten Mode Naherung bis zum fnften Mode Néiherung bis zum zehnten Mode

Approximation Approximation
09 - Exakte Funktion + Exakte Funktion

Approximation
- Exakte Funktion

07 08 08

06 06

04 04

03 02 02

-02 -02
-1 -05 [ 05 1 21 -05 [ 05 1 = -05 0 05 1
t t t

Naherung bis zum zwanzigsten Mode. Naherung bis zum vierzigsten Mode Naherung bis zum achsigsten Mode

Approximation
- Exakte Funktion

Approximation
- Exakie Funktion

Approximation
- Exakte Funktion

08
06
04

02

ABBILDUNG B.2. Approximation der Funktion f mittels der Fourierreihe

3. Fourier-Transformation

Bereits FOURIER hat durch den Grenziibergang T" — oo seine Formeln auf nicht-periodische
Funktionen ausgeweitet. In diesem Abschnitt wollen wir es ihm gleich tun.

3.1. Herleitung. Sei f eine Funktion auf R und 7" > 0. Wir betrachten f zunéchst nur
auf [—%, %] und setzen sie T-periodisch fort. Dann bekommen wir von den Euler-Fourier-
Formeln die Fourierkoeffizienten

T
1 [z ™
k=7 ’ f(t)e_k%tdt.

Nl

Wir schreiben Aw = 27/T und wp = kAw fiir k& € Z. Dann sind die (wg)kez dquidistante
Punkte auf der reellen Gerade mit Abstand Aw.
Eingesetzt in die Fourier-Reihe erhalten wir (sofern f(z) = S¢(z))

o) [e.e]

T
. 1 . T T T
_ WX __ Wi T —wgt = _
f(z) = E cke’“—% g e'k _If(t)e dt ) Aw < 2§$<2>.
k=—o0 k=—o00 2
Die Summe iiber k£ kénnen wir als Riemann-Summe interpretieren. Dann folgt bei einem

Grenziiberganz T' — oo, dass auch Aw — 0 und wir erhalten

(B.3) Fz) = % /_ Z <ew /_ Z F(t)e—t dt> duw

fiir x € R. Diese Beziehung heifit Fourier-Integral-Formel und wird unter allgemeinen Vor-
aussetzungen in Abschnitt [3.3] bewiesen werden.
Aus ihr kénnen wir die Darstellung von f als Fourier-Integral

(B.4) fx) ! /Oo c(w)e™?® dw

:g .
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mit der Spektralfunktion (von f(t))

(B.5) c(w) :== /_OO f(t)e “tdt

ableiten. Die Fourierkoeffizienten der Fourier-Reihe einer periodischen Funktion, geben die in
der Funktionen enthaltenen harmonischen Schwingungen an. Insofern kénnen wir die Spek-
tralfunktion als eine , kontinuierliche“ Variante interpretieren. Dabei stellt ¢(w) eine ,,Dichte-
funktion“ der in f enthaltenen Teilschwingungen dar. Daher nennt man die spektrale
Zerlegung von f. Wir schlielen daraus, dass eine periodische Funktion ein diskretes Spektrum,
wiahrend eine aperiodische Funktion ein kontinuierliches Spektrum besitzt.

Wenn Gleichung erfiillt ist, bilden die Gleichungen und zueinander inverse
Integraltransformationen, welche wir im folgenden benennen wollen.

Definition B.14: Fourier-Transformation

Eine Funktion f: R — R heifit Fourier-transformierbar, wenn der Cauchy-Hauptwert
0 .
(B.6) F) = F {0} = [ 5

fir alle w € R existiert. In diesem Fall nennt man F(w) die Fourier-Transformierte
bzw. Spektralfunktion von f.
Die inverse Fourier-Transformation von F': R — R ist der Cauchy-Hauptwert

(B.7) £t) = FH{FW)} = — /OO Fw)e™® dw,

:% .

falls er existiert.

\

BEMERKUNG. Man sagt, dass f(¢) im Original- oder Zeitbereich liegt, wéihrend die Spektral-
funktion F'(w) im Bild- oder Frequenzbereich ist. Das Paar (f(t), F'(w)) ist eine F-Korrespondenz
und man schreibt kurz

ft) o— F(w).
Bevor wir uns auf die Rechenregeln stiirzen, wollen wir noch kurz zwei Beispiele geben.
BEeispiEL B.5. Der Rechteckimpuls
1 ¢ <1
I0(t) := [# <1,
0 |t|>1,
hat die Spektralfunktion
1 sin(w)
. 9sin(w)
FAII)} = / P w w70,
-1 2 w=0.
Es besteht also die F-Korrespondenz
sin(x) 0
II(t) o— 2sinc(w) mit sinc(x) = 2 o7
1 z = 0.
BEISPIEL B.6. Sei 0 # 7 € R Die beidseitige Exponentialfunktion
f(t)=e i,
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hat die Spektralfunktion
F{ft)}(w) = /OO et/ emiwt gy — 2/0O e V7 cos(wt) dt = T
oo 0 1+ w272’
Es besteht also die F-Korrespondenz
27
3.2. Rechenregeln. Analog zu den Fourierreihen gelten einige Regeln. Im folgenden
sind f,¢: R — R Funktionen und F = F{f} und G = F{g} ihre Fourier-Transformierten.
(a) Linearitét: Seien «, 5 € R. Dann gilt

el o

af(t)+pg(t) o— aF(w)+pG(w).

(b) Streckung/Ahnlichkeit: Sei 0 # ¢ € R. Dann gilt

Flet) o— 1ﬁ(”)

lc c

(c) Verschiebung im Zeitbereich: Fiir a € R gilt

ft—a) o— e IR (w).

(d) Verschiebung im Frequenzbereich: Fiir Q2 € R gilt

eV f(t) o— F(w-Q).

(e) Differentiation im Zeitbereich:

Ft) o— iwF(w).

(f) Differentiation im Frequenzbereich:

tf(t) o— iF(w).

(g) Faltung: Es gilt die Produktregel

(f % 9)(t) = / " ft-n)g(r)dr o— Flw)-Gw).
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Wir kénnen die Fourier-Transformierte auch dadurch berechnen, dass wir Real- und Ima-
ginérteil getrennt betrachten. Betrachten wir dazu folgendes Beispiel.

BEISPIEL B.7. Sei
0, falls t <0,
-]

et fallst > 0.

Berechnen Sie die Fouriertransformierte.

3.3. Umkehrformel. Um die Voraussetzungen fiir die Umkehrbarkeit der Fourier-Trans-
formation zu geben, miissen wir zunéchst definieren, was absolut integrierbar bedeutet.

Definition B.15

Sei €2 C R. Eine Funktion f: 2 — R heifit absolut integrierbar, wenn sie auf jedem
endlichen Intervall stiickweise stetig ist und

/Oo|f(t)|dt<oo.

—00

Wir bezeichnen mit L'(Q2) die Menge aller absolut integrierbaren Funktionen auf 2.

. J

Nun koénnen wir die Parseval-Plancherel-Gleichung aufstellen.

Satz B.16: Parseval-Plancherel-Gleichung

Sei f: R — R absolut integrierbar. Dann existiert F'(w) = F{f} auf ganz R, F(w) ist
beschrinkt und stetig auf R und es gilt

3 | IF@Pw= [ iroPa.

Satz B.17: Fourier-Integraltheorem

Sei f: R — R eine absolut integrierbare Funktion. Wenn f auf jedem endlichen Intervall
stiickweise stetig differenzierbar ist, dann gilt fiir alle x € R:

315+ 5w = o gim [ oo ([T etrar) aw.

T Q—00 -0 —c0

Satz B.18: Umkehr- und Eindeutigkeitssatz

Sei f: R — R eine Funktion. Wenn f

(i) absolut integrierbar,
(ii) auf jedem endlichen Intervall stiickweise differenzierbar und
(iii) fiir alle ¢ € R die Mittelwerteigenschaft f(t) = 3[f(t—) + f(t+)] erfiill,

dann ist mit f auch F(w) = F {f(t)} Fourier-transformierbar und es gilt
FHEW)} = F{5F(-w)} = £(t)
fiir alle t € R. Das heifit, die F-Korrespondenz f o— F' ist umkehrbar eindeutig.
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3.4. Fouriertransformation fiir Distributionen. Sei f: R — R Fourier-transformierbar.
Dann gilt

o) = [ FUO @@= [ [ j0e tw ara
= /°° () /_oo o(w)e ™ dw dt

— [ 07 (e 0t = (1. F (o))

Also ist die Fouriertransformation einer reguldren Distribution, die Distribution angewendet
auf die fouriertransformierten Testfunktionen. Es haben also die Transformationen getauscht.
Dies ermoglicht uns die folgende Definition.

Definition B.19

Sei T: D — R eine Distribution. Dann ist
(FAT}, @) = (T, F {p})

BEeispIEL B.8 (Dirac ¢-Distribution). Sei 6 die Dirac-Distribution (4, ¢) = ¢(0). Dann folgt

oo

(F{oh,0) = (6, F{p}) = F{p}(0) = / p(t)dt = (1, ).

—0o0

In den Distributionen gilt also F {0} = 1.
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particuliire, geddmpfte erzwungene,
gedédmpfte freie,
Masse, [f] selbsterregte, [111

Mathieusche Differentialgleichung, ungedémpfte erzwungene

ungediampfte freie,

Newtonsches Gesetz,
v %0 Schwingungsdauer,

Orbit, Sekundenpendel,
Sprungantwort, [54]

Periode, [10] System

Phasen autonomes, [97]
-verschiebung, [13] konservatives, [101
-winkel, [T3] nichtlineares, [97]

Phasenraum schwingfihiges,
-diagramm,

Phasenraumdiagramm, [101 Testfunktion,

Trajektorie,

Rechteckimpuls, [T61] Trigonometrisches Polynom, [151

Reibschwinger, {109 Tricheitskraft. 5
Resonanz, [35] 37] & 7
-schéirfe, Vorintegral, 98]

Resonanzkatastrophe,
Zeigerdiagramm,
Schwebung, Zustand,
Schwingung
freie, [6] Ubertragungsfunktion,



Literaturverzeichnis

[1] Eberhard Brommundt and Delf Sachau, Schwingungslehre mit Maschinendynamik, Springer Vieweg Wies-
baden, 2022.

[2] Jiirgen Dankert and Helga Dankert, Technische Mechanik, Springer Vieweg Wiesbaden, 2023.

[3] Franz HolzweiBig and Hans Dresig, Lehrbuch der Maschinendynamik, Springer Vienna, 1982.

[4] Kurt Magnus, Karl Popp, and Walter Sextro, Schwingungen, Springer Vieweg Wiesbaden, 2021.

167



	Kapitel 1. Freie Schwingungen
	1. Einführung
	2. Ungedämpfte freie Schwingung
	3. Gedämpfte freie Schwingung
	4. Galerie zur Schwingungslehre
	5. Testfragen

	Kapitel 2. Harmonische Erregerkräfte
	1. Ungedämpfte erzwungene Schwingungen
	2. Gedämpfte erzwungene Schwingung
	3. Resonanz
	4. Resonanzschärfe
	5. Anwendungsbeispiele
	6. Ergänzendes Material

	Kapitel 3. Allgemeine Erregerkräfte
	1. Sprunghafte Erregung
	2. Stoßartige Erregung
	3. Fundamentallösungen
	4. Beispiele
	5. Erregung durch periodische Funktionen
	6. Übertragungsfunktion
	Testfragen

	Kapitel 4. Schwingungen von Systemen mit mehreren Freiheitsgraden
	1. Systeme mit zwei Freiheitsgraden
	2. Massen-, Steifigkeits- und Nachgiebigkeitsmatrix
	3. Allgemeine Form der Schwingungsgleichung
	4. Der dynamische Schwingungstilger
	5. Der dynamische Schwingungstilger mit Dämpfung

	Kapitel 5. Nichtlineare Systeme
	1. Phasenraum autonomer Systeme
	2. Energiemethode
	3. Das mathematische Pendel
	4. Schwache Federn
	5. Coulombdämpfung
	6. Reibschwinger

	Kapitel 6. Schwingungen von Kontinua
	1. Einführung
	2. Wellengleichung
	3. Schwingung einer Saite oder eines Kabels
	4. Balkenbiegeschwingungen
	5. Biegeschwingungen eines Balkens, Rayleigh-Quotient

	Kapitel 7. Parametererregte Schwingungen
	1. Berechnung eines Schaukelsschwinger
	2. Ein parametrischer Oszillator
	3. Ein Schubkurbelgetriebe

	Anhang A. Distributionen
	1. Die Menge der Testfunktionen
	2. Die Menge der Distributionen
	3. Beispiele für Distributionen
	4. Ableitung einer Distribution

	Anhang B. Fourier-Analysis
	1. Trigonometrische Polynome
	2. Fourier-Reihe
	3. Fourier-Transformation

	Index
	Literaturverzeichnis

